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Abstrak. Pada makalah ini dibahas pembuktian dari rumus bentuk tutup beda pusat
berdasarkan deret Taylor untuk menghampiri turunan pertama dari suatu fungsi. Pem-
buktian rumus bentuk tutup tersebut menggunakan sifat-sifat determinan matriks Van-
dermonde dan beberapa manipulasi aljabar.
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1. Pendahuluan

Persamaan matematika yang melibatkan turunan atau dikenal sebagai persamaan
diferensial seringkali digunakan untuk memodelkan banyak fenomena alam. Untuk
masalah-masalah yang lebih realistis, model persamaan diferensial yang dihasilkan
terkadang sulit dicari penyelesaian eksaknya. Dalam hal ini, diperlukan pendekatan
numerik untuk menyelesaikan persamaan diferensial tersebut.

Untuk menyelesaikan persamaan diferensial secara numerik, perlu dicari terlebih
dahulu hampiran suku turunan yang muncul dalam persamaan diferensial tersebut.
Salah satu metode numerik yang biasa digunakan untuk menghitung hampiran tu-
runan suatu fungsi adalah metode beda hingga (finite difference). Pada metode ini
variabel domain suatu fungsi dipartisi atas sejumlah titik dan rumus aproksimasi
untuk turunan diperoleh dari ekspansi deret Taylor di satu atau lebih titik par-
tisi [6]. Berdasarkan lokasi titik-titik partisi yang digunakan, metode beda hingga
dibagi atas tiga jenis, yaitu beda maju (forward difference), beda mundur (backward
difference) dan beda pusat (central difference).

Rumus umum beda hingga untuk turunan ke-m dengan ketelitian orde ke-n da-
pat dibangkitkan dengan suatu algoritma rekursif. Dalam implementasinya, algo-
ritma rekursif Fornberg membutuhkan beban memori komputasi yang semakin be-
sar untuk menghitung hampiran turunan fungsi dengan tingkatan turunan dan orde
ketelitian yang semakin tinggi. Hal ini disebabkan karena semakin tinggi tingkatan
turunan dan orde ketelitian, maka jumlah data (titik-titik partisi) yang diperlukan
semakin banyak. Untuk mengatasi hal tersebut, diperlukan bentuk tutup dari ru-
mus beda hingga agar koefisien-koefisiennya dapat ditentukan secara langsung tanpa
melewati proses perhitungan secara rekursif.

Bentuk tutup dari rumus beda hingga telah diformulasikan oleh Khan dan Ohba
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pada tahun 1999 [4]. Untuk hampiran turunan pertama suatu fungsi f(x) di titik
T = x, bentuk tutup dari rumus beda hingga diberikan oleh

f'(xo) = %ngfk, (1.1)
B

dimana T menyatakan lebar selang partisi, sedangkan koefisien g; dan iterator k
didefinisikan berdasarkan orde dan jenis beda hingga.

Untuk aproksimasi beda pusat, iterator k diuraikan atas k = 0,+1,£2,--- | £N,
dimana N adalah orde ketelitian, dan koefisien g diberikan oleh

{O . (1.2)
gk — (71)k+1(N!)2 -
FN—RTNTRT R =E1,E2,  £N.

Rumus untuk koefisien g; diperoleh oleh Khan dan Ohba dengan mengobservasi
solusi sistem persamaan yang dibangun dari deret Taylor. Validasi rumus tersebut
telah dibuktikan secara numerik sampai orde ke N yang cukup besar, dan telah
dibuktikan secara matematis untuk kasus beda maju [5]. Namun bukti untuk kasus
beda mundur dan beda pusat belum diberikan secara detail.

2. LANDASAN TEORI
2.1. Review Teori Matriks
Teorema 2.1. [1] Misalkan A adalah sebarang matriks n X n.

(i) Jika A’ adalah matriks yang dihasilkan bila baris tunggal atau kolom tunggal
matriks A dikalikan oleh konstanta k, maka det(A") = kdet(A).

(ii) Jika A’ adalah matriks yang dihasilkan bila kelipatan satu baris matriks A di-
tambahkan pada baris lain atau kelipatan satu kolom matriks A ditambahkan
pada kolom lain, maka det(A’) = det(A).

2.2. Determinan Matriks Vandermonde

Definisi 2.2. [7] Matriks V berukuran M x N yang berbentuk

1A AF oAV
1 g A3 A

Varen = |1 A3 A3 - AF! (2.1)

IIDYVIP L PRERID Y Vo
dimana \; # X\j, untuk setiap i # j disebut matriks Vandermonde.
Determinan dari matriks Vandermonde diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 2.3. [7] Determinan matriks Vandermonde yang berukuran N x N
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diberikan oleh

IIDYID VDt
I PIDTIRTD Pl

2 N-1

WVsn| = |1 A3 A3 A - H (A — A)). (2.2)
SRS : 1<i<N
Do : SN
DD RN e

Akibat 2.4. [7] Nilai determinan dari matriks Vandermonde N x N yang secara
khusus berbentuk

111 - 1
1222 ... 2Nt
13 3%... 3Nt (2.3)
1 NN?2... NN-1
diberikan oleh
N

ay= [] G- =][v-dr (2.4)
1<i<N i=1
1<j<N
J<i

Selanjutnya pandang determinan dari matriks (N — 1) x (N — 1) yang diperoleh
dengan menghapus baris ke-k dan kolom terakhir dari matriks (2.3), yakni diberikan
oleh

1 1 1 1
1 2 22 N -2
Bk =1k—1(k-1)2- (k—1)N-2]. (2.5)

1 N NZ ... NN-2
Karena matriks pada ekspresi di atas juga merupakan matriks Vandermonde, maka

determinannya diberikan oleh ay tetapi untuk i # k dan j # k. Dengan demikian
berlaku

Byvaan= ] G-
1<i<N,i#k
1<G<N,j#k

1<t
1 N

=1
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3. Pembahasan

Pandang kembali deret Taylor untuk f(x) di x ~ z¢ yang diberikan oleh

(x — x0)?
2!

Jika domain dipartisi sebanyak 2N selang dengan lebar Az = T', maka diperoleh
titik-titik partisi

f(@) = f(wo) + (x — zo) [ (o) + f (o) + -+ (3.1)

rp=x9+ kT, k=+1,£2,--- ,£N.
Dengan demikian deret Taylor (3.1) pada saat z = xj, adalah

fi— fo= emyp0 + EI g G o (32)

dimana fo = f(x0), fx = f(zr) dan fém) = f™(29) dengan m menyatakan
tingkatan turunan.

Pertama, persamaan (3.2) dipotong sampai suku ke-2N, sehingga dalam bentuk
matriks sebagai berikut:

f~ Ad,
dimana

F=[fi—fofa—Ffofa—fofa—fo- Fx—Ffofn—fo]

T  T2/20 ... T2N/(2N)

=T (=T)/2! --- (=T)*N/(2N)!
A= S : :

NT (NT)?/2! --- (NT)2N/(2N)!

~NT (=NT)?/2! --- (~NT)2N /(2N)!

T
1 2 3 2N—-1 2N
d= (£ 452 f o gD ]

Dengan menggunakan aturan Cramer, diperoleh

) . [As]
N 3.3
dimana Ay diperoleh dengan mengganti kolom pertama matriks A dengan vektor
kolom f, yaitu

fi—fo T*20 - TN/@2N)!

for=fo (=T)%/20 -+ (=T)*N/(2N)!
Ap = : : :
fn—fo (NT)?/20 --- (NT)*N/(2N)!
f-n = fo (=NT)?/2!--- (=NT)*N/(2N)!
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Berdasarkan sifat determinan pada Teorema 2.1(i), (3.3) dapat ditulis menjadi

W o (T)(T?) - (T?) [Af|r—s
0 (T)(T2)---(T?N) [Alr=1
_ L Af|r=
T A=’

Selanjutnya dengan mengeluarkan faktor kelipatan dari setiap baris dan kolom pada
|A|7=1, diperoleh

1 1 1 1
(=1)(2)(=2)--- (N)(=N) 1 -1 (=1)2 -+ (=1)2N-1

|Alr=1 = 2131 (2N)! Do S f e
1 N (N)z (N)QN_l

1 -N (—N)2 (_N)2N—1

Perhatikan bahwa determinan matriks yang muncul pada persamaan (3.4) meru-
pakan determinan matriks Vandermonde. Berdasarkan Akibat 2.4, maka berlaku

1 =1 --- (_1)2N71
‘A|T*1: (_1)(2)(_N) T : _ an -1
- 2131... (QN)I R . . 213! (2N)! ’

1 N --- (N)QN—l

1—-N --- (_N>2N—1

dimana « diberikan oleh persamaan (2.4). Dengan demikian persamaan (3.3) men-
jadi

1) l A
fO T| f‘T=17

yvang dapat disederhanakan menjadi

1 N
o ~ > afi—fo),

T
k=—N,kz£0
1 N N
=7 S whi— Y akfo |, (3.5)
k=—N,k#0 k=—N,kz0
dimana g, dengan ¥ = —N,—-N + 1,---,—-1,1,2,--- | N, adalah kofaktor dari

|Af|r=1 yang berkorespondensi dengan elemen ke-k dari kolom pertama, yaitu
diberikan oleh
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1/2! /30 ... 1/(2N)!
(=120 (=1)3/30 - (=1)*N/(2N)!
(= 12/21 (k—1)%/3! ~:(k—1PN/@Nﬂ

(—k+1)2/2! (=k+1)3/3! -+ (=k+ 1)2V/(2N)!
gk = (=DM (=DM (R)? /20 (~1)F(k)? /31 -+ (=1)(k)*N/(2N)! |
(k+1)2/20 (k+1)3/3! -+« (E+1)2N/(2N)!
(—k—1)2/2! (=k —1)3/3! -+ (=k —1)2N/(2N)!

N2./2! N3./3! N2N/(2N)!

(=N)?/20 (=N)*/3L - (=N)*N/(2N)!
Dengan mendefinisikan
N
go = — Z 9k (3.6)
k=—N,k£0

maka persamaan (3.5) dapat ditulis

N
N gfek=-N,-N+1-,-1,0,1,-- N~ 1,N.
k=—N

@ 1
0 T

Dengan mengeluarkan faktor kelipatan dari setiap baris dan kolom pada gy, diper-
oleh

1 (k—1) -+ (k—1)2N-2
L L1 (=k+1) (—k 4+ 1)2N-2
ge = (~)FPEDRECCEE T (k) e (RV2 L (3)

1 (k4+1) -+ (k+1)2N-2
1(=k—1)- (—k—1)2N-2

N . NN
L(N) e (NN

Determinan matriks yang muncul pada persamaan (3.7) dapat dihitung dengan
mengikuti ide dari perhitungan determinan matriks (2.6), yaitu

(N1)?
k(N — k(N + &)

gr = (—1)FH1 (3.8)

dengan k = +1,£2,--- |£N.
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Selanjutnya dari persamaan (3.6) diperoleh

N N
= - - (=Dk(@1)?
" k—XN;k;eogk - k;zv k(N — k)UN + k)l (3.9)

Dari persamaan (3.8) dapat dilihat bahwa

g—kifgkak:172737"'7N7 (310)
sehingga berlaku
N
Y G=—gn—gna— gt gt gyt oy =0 (3.11)
k=—N,k#£0

Akibatnya persamaan (3.9) menjadi
90 = 0. (3.12)

Dengan demikian, dari persamaan (3.8) dan (3.12) diperoleh

{0 k=0,
Ik = (=nHavy?
m k::tl,:tQ,,ZtN,

4. Kesimpulan dan Saran

Pada makalah ini telah dijelaskan mengenai pembuktian bentuk tutup rumus beda
pusat berdasarkan deret Taylor dalam menghampiri turunan pertama dari fungsi
f(x) di * = . Bentuk tutup rumus beda pusat tersebut diberikan oleh

N

1
lf'\/i
o= > grfes

k=—N
dimana f; = f(x), N menyatakan orde ketelitian, dan

{0 k _ 07
gk = (_1)k+1(N!)2
FN—RNTR k= FEL £ 2N

Pembuktian bentuk tutup tersebut menggunakan sifat-sifat determinan matriks
Vandermonde dan beberapa manipulasi aljabar.
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