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Abstrak. Suatu sistem singular diskrit dikatakan mempunyai solusi jika syarat regu-
laritas terpenuhi. Pada tugas akhir ini, dinyatakan bahwa sistem singular diskrit da-

pat dinormalkan jika terdapat suatu vektor w(t) = −Ky(t + 1), sedemikian sehingga

det(F + TK) 6= 0. Sistem singular diskrit normal dikatakan positif jika syarat matriks
K ∈ Rm×n sedemikian sehingga det(F +TK) 6= 0 dan solusi dari sistem tersebut adalah

positif.
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1. PENDAHULUAN

Diberikan sistem linier berikut:

Fy(t+ 1) = Sy(t) + Tw(t), t ∈ Z+, (1.1)

dimana F, S ∈ Rn×n, T ∈ Rn×m, y(t) ∈ Rn, w(t) ∈ Rm.

Sistem (1.1) dengan rank(F ) < n mempunyai solusi jika det(λF − S) 6= 0

untuk suatu λ ∈ C, dimana C menyatakan himpunan bilangan kompleks. Dalam

hal det(λF−S) 6= 0 untuk suatu λ ∈ C, sistem (1.1) disebut sebagai sistem singular

reguler.

Dalam beberapa situasi kadang-kadang diperlukan upaya untuk menormalkan

sistem (1.1). Dalam [6] dinyatakan bahwa sistem (1.1) dapat dinormalkan jika ter-

dapat suatu vektor w(t) = −Ky(t+1), untuk suatu K ∈ Rm×n sedemikian sehingga

det(F + TK) 6= 0. Dengan w(t) = −Ky(t+ 1), sistem (1.1) dapat diubah menjadi

(F + TK)y(t+ 1) = Sy(t). (1.2)

Jelas bahwa jika det(F + TK) 6= 0, maka sistem (1.2) menjadi normal, yaitu

y(t+ 1) = (F + TK)−1Sy(t). (1.3)

Dalam makalah ini akan dibicarakan masalah normalisasi positif dari sistem

(1.1) yaitu bagaimana syarat matriks K ∈ Rm×n sedemikian sehingga det(F +

TK) 6= 0 dan solusi dari sistem (1.3) adalah positif, yaitu y(t) ∈ Rn
+.
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2. LANDASAN TEORI

2.1. Teori Matriks

Definisi 2.1. [1] Suatu matriks A ∈ Rn×n
+ dikatakan matriks monomial jika dalam

setiap baris dan kolom dari A terdapat tepat satu entri yang tak nol dan entri-entri

lainnya adalah nol.

Definisi 2.2. [7] Suatu matriks A ∈ Rn×n dikatakan monoton jika A−1 ada dan

A−1 ∈ Rn×n
+ .

Teorema 2.3. [7] Jika A ∈ Rn×n maka A−1 ∈ Rn×n
+ jika dan hanya jika A matriks

monomial.

Contoh 2.4. Diberikan matriks

A =

4 0 0

0 0 3

0 2 0

 .
Diperoleh invers matriks A adalah

A−1 =

 1
4 0 0

0 0 1
2

0 1
3 0

 .
Karena A ∈ Rn×n dan A−1 ada, dimana A−1 ∈ Rn×n

+ maka A dikatakan monoton

dan A adalah matriks monomial.

Definisi 2.5. [3]

(i). Dua matriks M ∈ Rn×n
+ dan N ∈ Rn×n

+ dikatakan ekuivalen positif, jika ada

dua matriks monomial B dan A sedemikian sehingga

N = AMB. (2.1)

(ii). Diberikan matriks N ∈ Rn×n
+ dengan rank(N) = r. Matriks N dikatakan r-

monomial jika ia ekuivalen positif dengan matriks[
Nr O

O O

]
,

dimana Nr adalah monomial.

Proposisi 2.6. [3]

(i). Matriks N adalah r-monomial jika dan hanya jika N mempunyai (n-r) baris

dan (n-r) kolom yang semua entri-entrinya sama dengan nol dan r baris dan

r kolom dengan hanya satu entri tak nol.

(ii). Jika matrik N adalah r-monomial, maka ia ekuivalen positif dengan matriks[
Ir O

O O

]
.
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2.2. Sistem Linier Normal Positif

Perhatikan sistem linier diskrit normal berikut ini:

y(t+ 1) = Sy(t) + Tw(t), t ∈ Z+, (2.2)

dimana S ∈ Rn×n, T ∈ Rn×m,y(t) ∈ Rn,w(t) ∈ Rm.

Solusi dari sistem (2.2) diberikan sebagai berikut [9] :

y(t) = Sty(0) +

t−1∑
k=0

St−k−1Tw(k). (2.3)

Definisi 2.7. [9] Sistem (2.2) dikatakan positif jika untuk setiap syarat awal y0 ∈
Rn

+ dan untuk setiap vektor w(k) ∈ Rm
+ maka solusi dari sistem adalah nonnegatif

untuk setiap t ∈ Z+, yaitu y(t) ∈ Rn
+.

Teorema 2.8. [9] Sistem (2.2) adalah positif jika dan hanya jika

S ∈ Rn×n
+ dan T ∈ Rn×m

+ . (2.4)

Contoh 2.9. Diberikan sistem (2.2) dengan

S =

[
1 2

0 1

]
, T =

[
1

0

]
.

Jika diberikan y(0) ∈ R2
+ dan w(t) ∈ R+ dimana t > 0, maka solusi dari sistrim

linier diskrit tersebut adalah[
y1(t)

y2(t)

]
=

[
1 2

0 1

]t [
y1(0)

y2(0)

]
+

t−1∑
k=0

[
1 2

0 1

]t−k−1 [
1

0

] [
w(k)

]
∈ R2

+

.

3. Pembahasan

Seperti yang telah diketahui bahwa sistem (1.1) dikatakan dapat dinormalkan

jika terdapat suatu vektor w(t) = −Ky(t + 1), t ∈ Z+, untuk suatu K ∈ Rm×n

sedemikian sehingga det(F + TK) 6= 0.

Proposisi 3.1. [4] Sistem (1.1) dapat dinormalkan jika dan hanya jika rank[
F T

]
= n.

Asumsikan bahwa matriks F ekuivalen positif dengan suatu matriks r-monomial

sebutlah Nr, maka terdapat matriks monomial A dan B dimana A, B ∈ Rn×n
+

sedemikian sehingga

AFB =

[
Nr O

O O

]
. (3.1)

Misalkan

AT =

[
T1
T2

]
. (3.2)
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Maka syarat rank
[
F T

]
= n haruslah ekuivalen dengan matriks T2 yang mempun-

yai full row rank, yaitu (n− r). Hal ini dapat dibuktikan sebagai berikut

rank
[
F T

]
= n⇔ rank

[
AFB AT

]
= n

⇔ rank

[
Nr O T1
O O T2

]
= n.

Karena rank(Nr) = r, maka mestilah rank(T2) = (n− r).

Teorema 3.2. [3] Diberikan sistem (1.1) dengan matriks F dan T diberikan oleh

(3.1) dan (3.2), dimana rank(T2) = (n− r) dan S ∈ Rn×n
+ . Maka terdapat matriks

K ∈ Rm×n sedemikian sehingga det(F + TK) 6= 0 dan sistem (1.3) adalah positif

jika

a. (T2T
T
2 )−1 ∈ R(n−r)×(n−r)

+ ;

b. (T1T
T
2 ) ∈ Rr×(n−r)

− ;

c. (T2T
T
2 )−1T2 ∈ R(n−r)×m

+ ;

d. T1 − T1TT
2 (T2T

T
2 )−1T2 ∈ Rr×m

+ .

Bukti. Misalkan K =
[
O TT

2

]
B−1, maka

F + TK = A−1

[
Nr O

O O

]
B−1 +A−1ATK

= A−1

[
Nr O

O O

]
B−1 +A−1

[
T1
T2

] [
O TT

2

]
B−1

= A−1

([
Nr O

O O

]
+

[
T1
T2

] [
O TT

2

])
B−1

= A−1

([
Nr O

O O

]
+

[
O T1T

T
2

O T2T
T
2

])
B−1.

= A−1

[
Nr T1T

T
2

O T2T
T
2

]
B−1.

Karena rank(T2) = n− r maka (F + TK) adalah nonsingular, sehingga

det(F + TK 6= 0). Selanjutnya, akan ditunjukan bahwa sistem (1.3) adalah positif.

Perhatikan bahwa

(F + TK)−1 =

(
A−1

([
Nr O

O O

]
+

[
O T1T

T
2

O T2T
T
2

])
B−1

)−1

=

(
A−1

[
Nr T1T

T
2

O T2T
T
2

]
B−1

)−1

= B

[
Nr T1T

T
2

O T2T
T
2

]−1

A.
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sehingga diperoleh

(F + TK)−1 = B

[
N−1

r −NrT1T
T
2 (T2T

T
2 )−1

O T2T
T
2

]
A (3.3)

= B

[
Nr O

O I

] [
I −T1TT

2 (T2T
T
2 )−1

O (T2T
T
2 )−1

]
A. (3.4)

Dari kondisi (a) dan (b) diperoleh (F + TK)−1 ∈ Rn×n
+ sehingga mengakibatkan

(F + TK)−1S ∈ Rn×n
+ . Selain itu, dari kondisi (c) dan (d) mengakibatkan (F +

TK)−1T ∈ Rn×n
+ . Sehingga sistem (1.3) adalah positif.

Contoh 3.3. Diberikan sistem (1.1) dengan

F =


1 0 0 0 0

0 3 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 , S =


1 2 1 0 0

0 0 1 3 0

0 0 0 0 0

0 2 0 0 2

0 0 5 5 0

 dan T =


−1 0

0 0

0 0

0 3

2 0


Misalkan

A =


1 0 0 0 0

0 1
3 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1
2 0

 dan B =


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 ,
maka diperoleh

AFB =


1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 dan AT =


−1 0

0 0

0 0

2 0

0 3
2

 .
Selain itu

T1T
T
2 =

−2 0

0 0

0 0

 ∈ R3×2
− , (T2T

T
2 )−1 =

[
1
4 0

0 4
9

]
∈ R2×2

+ ,

T1 − T1TT
2 (T2T

T
2 )−1T2 =

1 0

0 0

0 0

 ∈ R3×2
+ , (T2T

T
2 )−1T2 =

[
1
2 0

0 2
3

]
∈ R2×2

+ .

Pilih matriks K =

[
0 0 0 2 0

0 0 0 0 3
2

]
maka

det(F + TK) = det


1 0 0 −2 0

0 3 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 0 9
2

0 0 0 4 0

 6= 0. (3.5)
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Selanjutnya

(F + TK)−1S =


1 2 7

2
5
2 0

0 0 1
3 1 0

0 0 0 0 0

0 0 5
4

5
4 0

0 4
9 0 0 4

9

 ∈ R5×5
+ , (F + TK)−1T =


0 0

0 0

0 0
1
2 0

0 2
3

 ∈ R5×2
+ .

Sehingga sistem (1.3) merupakan sistem normal positif.
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