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Abstrak. Misalkan G = (V,E) adalah suatu graf. Suatu pewarnaan c : E(G) →
{1, 2, · · · , k}, k ∈ N pada graf G adalah suatu pewarnaan sisi di G sedemikian sehingga
setiap sisi bertetangga boleh berwarna sama. Misalkan u, v ∈ V (G) dan P adalah su-

atu lintasan dari u ke v. Suatu intasan P dikatakan rainbow path jika tidak terdapat

dua sisi di P berwarna sama. Graf G disebut rainbow connected dengan pewarnaan
c jika untuk setiap u, v ∈ V (G) terdapat rainbow path dari u ke v. Jika terdapat k

warna di G maka c adalah rainbow k-coloring. Rainbow connection number dari graf ter-

hubung dinotasikan dengan rc(G), didefinisikan sebagai banyaknya warna minimal yang
diperlukan untuk membuat graf G bersifat rainbow connected. Selanjutnya, pewarnaan

c dikatakan pewarnaan-k strong rainbow, jika untuk setiap titik u dan v di V terdapat
lintasan pelangi dengan panjangnya sama dengan jarak u dan v. Dalam makalah ini akan

ditentukan rainbow connection number dan Strong Rainbow Connection Number pada

graf Berlian dengan 2n titik. Graf Berlian, dinotasikan dengan Brn, adalah graf yang
diperoleh dari graf tangga segitiga dengan 2n− 1 titik, dengan menambahkan satu titik

dan beberapa sisi tertentu. Dalam makalah ini akan ditentukan rc(Brn) dan src(Brn)

untuk n ≥ 4.

Kata Kunci : Rainbow connection number, Strong rainbow connection number, Graf

Berlian, Lintasan, Pewarnaan Rainbow

1. Pendahuluan

Konsep rainbow connection number pada graf pertama kali diperkenalkan oleh

Chartrand, dkk pada tahun 2005. Misalkan G = (V,E) adalah suatu graf terhubung

tak trivial. Pewarnaan c : E(G) → {1, 2, · · · , k}, k ∈ N adalah suatu pewarnaan,

sedemikian sehingga dua sisi yang bertetangga boleh memiliki warna yang sama.

Suatu u − v path P di G dikatakan rainbow path jika tidak ada dua sisi di P

yang memiliki warna sama. Graf G dikatakan rainbow connected jika setiap dua

titik yang berbeda di G dihubungkan oleh rainbow path. Dalam hal ini, pewar-

naan graf G disebut rainbow coloring. Jika ada sebanyak k warna yang digunakan,

maka pewarnaannya disebut rainbow k-coloring. Bilangan k disebut bilangan rain-

bow connection (rainbow connection number) dari graf terhubung G, dilambangkan

dengan rc(G), didefinisikan sebagai banyaknya minimum warna yang diperlukan

untuk mewarnai sisi graf G sehingga graf tersebut bersifat rainbow connected.

Misalkan c adalah rainbow coloring dari graf terhubung G. Untuk setiap dua titik
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u dan v di G, suatu rainbow u-v geodesic di G adalah lintasan rainbow u-v dengan

panjang dG(u, v), yaitu jarak antara u dan v di G. Graf G disebut strongly rainbow

connected jika memuat suatu rainbow u-v geodesic untuk setiap dua titik u, v di

G. Dalam hal ini pewarnaan c dinamakan strong rainbow coloring di G. Bilangan

strong rainbow connection (strong rainbow connection number) dari graf terhubung

G, dilambangkan dengan src(G), didefinisikan sebagai minimum dari banyaknya

warna yang diperlukan untuk memuat G menjadi strong rainbow connected [1].

Dalam makalah ini akan dibahas tentang penentuan rainbow connection number

dan strong rainbow connection number pada graf berlian, dimana graf berlian adalah

graf yang berasal dari graf tangga segitiga yang titik ujungnya dihilangkan atau

dihapus.

2. Kajian Pustaka

Hubungan diam(G), rc(G), src(G) dan banyak sisi m pada suatu graf terhubung G

akan dijelaskan pada proposisi berikut.

Proposisi 2.1. [2] Misalkan G adalah graf terhubung tak trivial berukuran m. Jika

c : E(G)→ {1, 2, · · · , k}, k ∈ N merupakan rainbow coloring, maka

diam(G) ≤ rc(G) ≤ src(G) ≤ m. (2.1)

3. Penentuan Rainbow Connection Number pada Graf Berlian

Teorema 3.1. [4] Misalkan bilangan bulat n ≥ 4, maka rainbow connection num-

ber untuk graf berlian berorde 2n adalah rc(Brn) = diam(Brn).

Bukti. Berdasarkan pertidaksamaan (2.1), cukup diperlihatkan rc(Brn) ≤
diam(Brn). Untuk itu pembuktian akan dibagi ke dalam dua kasus.

Kasus 1. Untuk n = 4 atau n = 5, definisikan pewarnaan c : E(G) → {1, 2, 3}
sebagai berikut :

c(uiui+1) = i, untuk i ∈ {1, 2, 3, 4},
c(uivi) = c(uivi+1) = 3, untuk i ∈ {1, 2, 3, 4},

c(vivi+1) = ((i + 1) mod 2) + 1, untuk i ∈ {1, 2, 3, 4},

c(viv) = b i
4
c+ 1, untuk i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x dan y di V (Brn) dengan

d(x, y) ≥ 2 terdapat path x− y yang merupakan rainbow path.

Sub-kasus 1.1 Jika x = v dan y = ui, maka terdapat rainbow path v, vi, ui.

Contoh : v, v1, u1.

Sub-kasus 1.2 Misalkan x = ui dan y = uj dengan i < j

Jika d(x, y) = 2, maka terdapat rainbow path ui, ui+1, uj .

Contoh : u1, u2, u3.

Jika d(x, y) = 3, maka terdapat rainbow path ui, ui+1, ui+2, uj .

Contoh : u1, u2, u3, u4.
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Sub-kasus 1.3 Misalkan x = vi dan y = vj dengan i < j.

Jika j − i ≥ 3 maka terdapat rainbow path vi, v, vj .

Contoh : v1, v, v4.

Jika j − i = 2 maka terdapat rainbow path vi, vi+1, vj .

Contoh : v1, v2, v3.

Sub-kasus 1.4 Misalkan x = vi dan y = uj .

Jika | j − i |= 1 maka terdapat rainbow path vi, ui, uj .

Contoh : v1, u1, u2 atau v2, u2, u1

Jika i− j > 1, maka terdapat rainbow path vi, v, vj+1, uj .

Contoh : v3, v, v2, u2.

Jika j − i > 1, maka terdapat rainbow path vi, v, vj , uj .

Contoh : v1, v, v3, u3.

Karena itu, path c adalah suatu lintasan rainbow pada Br4 dan Br5. Akibatnya,

rc(Brn) untuk n = 4 atau n = 5.

Kasus 2. n ≥ 6.

Definisikan pewarnaan c : E(G)→ {1, 2, 3, 4} sebagai berikut :

c(uiui+1) = 1, untuk i ∈ {1, 2, · · · , 8},
c(vivi+1) = c(uivi+1) = i mod 2 + 3, untuk i ∈ {1, 2, · · · , 8},
c(uivi) = ((i + 1) mod 2) + 3, untuk i ∈ {1, 2, · · · , 8},
c(vvj) = ((j + 1) mod 2) + 1, untuk j ∈ {1, 2, · · · , 8}.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x dan y di V (Brn) dengan

d(x, y) ≥ 2, terdapat path x− y yang merupakan rainbow path.

Sub-kasus 2.1 Jika x = v dan y = ui, maka terdapat rainbow path v, vi, ui.

Contoh : v, v1, u1.

Sub-kasus 2.2 Misalkan x = ui, y = uj dengan i < j.

Jika i dan j memiliki varitas yang sama, maka terdapat rainbow path

ui, vi, v, vj+1, uj . Jika i dan j memiliki varitas yang berbeda, maka terdapat rainbow

path ui, vi, v, vj , uj .

Sub-kasus 2.3 Misalkan x = vi, y = vj dengan i < j.

Jika i dan j memiliki varitas yang sama, maka terdapat rainbow path vi, v, vj−1, vj .

Jika i dan j memiliki varitas yang berbeda, maka terdapat rainbow path vi, v, vj .

Sub-kasus 2.4 Misalkan x = vi dan y = uj .

Jika i dan j memiliki varitas yang sama, maka terdapat rainbow path vi, v, vj+1, uj .

Jika i dan j memiliki varitas yang berbeda, maka terdapat rainbow path vi, v, vj , uj .

Dari pertidaksamaan (2.1) dan definisi pewarnaan di atas, diperoleh rc(Brn) = 4

untuk n ≥ 6.

Sebagai contoh, pada Gambar 1 diberikan suatu pewarnaan-3 pada graf Br5.

Sementara pada Gambar 2 dibuat suatu pewarnaan-4 rainbow pada Br9.



96 Suci Riezsa Dessyluviani

Gambar 1. Pewarnaan-3 pada rainbow Br5

Gambar 2. Pewarnaan-4 pada Br9

4. Penentuan Strong Rainbow Connection Number pada Graf

Berlian

Teorema 4.1. [4] Misalkan bilangan bulat n ≥ 4, maka strong rainbow connection

pada graf berlian berorde 2n adalah

src(Brn) =

{
3, untuk n = 4 atau n = 5;

dn3 e+ 2, untuk n ≥ 6.
(4.1)

Bukti. Kasus 1. Untuk n = 4 atau n = 5, definisikan pewarnaan c : E(G) →
{1, 2, 3} sebagai berikut :

c(uiui+1) = i, untuk i ∈ {1, 2, 3, 4},
c(uivi) = c(uivi+1) = 3, untuk i ∈ {1, 2, 3, 4},

c(vivi+1) = ((i + 1) mod 2) + 1, untuk i ∈ {1, 2, 3, 4},

c(viv) = b i
4
c+ 1, untuk i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

Berdasarkan definisi pewarnaan di atas diperoleh c : E(Brn)→ {1, 2, 3}, untuk

n = 4 dan n = 5. Dengan demikian rc(Brn) ≤ 3 untuk n = 4 dan n = 5. Dari

Teorema 3.1 Kasus 1 didapatkan rc(Brn) = 3 untuk n = 4 dan n = 5, karena

rc(Brn) = 3 untuk n = 4 dan n = 5 berdasarkan pertidaksamaan 2.1 maka diper-

oleh src(Brn) ≥ 3 untuk n = 4 dan n = 5. Dengan demikian dapat dibuktikan

src(Brn) = 3 untuk n = 4 dan n = 5.

Kasus 2. Untuk n ≥ 6. Misalkan t = dn3 e+ 2 untuk n = 6, karena rc(Brn) = 4.

Berdasarkan pertidaksamaan 2.1 maka src(Br6) ≥ 4 untuk n = 6 maka t = 4. Akan
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ditunjukkan src(Br6) ≤ 4. Diberikan definisi pewarnaan graf Br6 sebagai berikut.

Pewarnaan c : E(G)→ {1, 2, 3, 4} sebagai berikut :

c(uiui+1) = 1, untuk i ∈ {1, 2, · · · , 5},
.c(vivi+1) = c(uivi+1) = i mod 2 + 3, untuk i ∈ {1, 2, · · · , 5},

c(uivi) = ((i + 1) mod 2) + 3, untuk i ∈ {1, 2, · · · , 5},
c(vvj) = ((j + 1) mod 2) + 1, untuk j ∈ {1, 2, · · · , 6}.

Berdasarkan definisi pewarnaan graf Br6 maka diperoleh src(Br6) ≤ 4. Dengan

demikian dapat dibuktikan src(Br6) = 4.

Gambar 3. Graf Br6

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa src(Br6) ≥ t untuk n ≥ 7 dengan t =

dn3 e + 2 karena rc(Brn) = 4 untuk n ≥ 7 maka berdasarkan pertidaksamaan 2.1,

src(Brn) ≥ 4 untuk n ≥ 7. Misal untuk n = 7 maka t = 5.

Akan ditunjukkan src(Br7) 6= t − 1 sehingga src(Br7) = t. Warnai graf Br7
dengan pewarnaan graf Br6 dapat diilustrasikan seperti pada Gambar 3.4

Gambar 4. Graf src(Br7) = t− 1 dengan i ∈ [1, t− 1], j ∈ [1, t− 1], k ∈ [1, t− 1]

Tanpa mengurangi perumuman, perhatikan Gambar 4. Misalkan c∗ adalah suatu

strong rainbow t − 1 geodesic. Dengan memberi warna c∗(vv7) = 1, c∗(v7u6) = 3,

dan c∗(v6u6) = 4 maka tidak ada rainbow u1 − u6 geodesic. Jika c∗(vv7) = 2,

c∗(v7u6) = 4, c∗(v6u6) = 3 maka tidak ada rainbow u1−u6 geodesic. Jika (vv7) = 3

maka tidak ada rainbow v1− v7 geodesic. Jika c∗(vv7) = 4 maka tidak ada rainbow
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c∗(v4 − v7) geodesic. Ini membuktikan bahwa src(Br7) 6= t − 1 sehingga haruslah

src(Br7) ≥ t. Dengan demikian dapat dibuktikan src(Brn) ≥ t untuk n ≥ 7.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa src(Brn) ≤ t. Definisikan pewarnaan c :

E(G)→ {1, 2, · · · , t} sebagai berikut :

c(vvi) = d i
3
e+ 2, untuk i ∈ {1, 2, · · · , n};

c(uiui+1) = ((i + 1) mod 4) + 1, untuk i ∈ {1, 2, · · · , n− 1},
c(vivi+1) = ((i + 1) mod 2) + 3, untuk i ∈ {1, 2, · · · , n− 1},
c(uivi) = ((i + 1) mod 2) + 1, untuk i ∈ {1, 2, · · · , n− 1},

c(uivi+1) = i mod 2 + 1, untuk i ∈ {1, 2, · · · , n− 1}.

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa untuk setiap x dan y di V (Brn) dengan

d(x, y) ≥ 2, terdapat path x− y yang merupakan strong rainbow path.

Sub-kasus 2.1 Jika x = v dan y = ui, maka terdapat geodesic path v, vi, ui.

Contoh : v, v1, u1.

Sub-kasus 2.2 Misalkan x = ui dan y = uj .

Jika j − i = 2, maka terdapat geodesic path ui, ui+1, uj .

Contoh : u1, u2, u3.

Jika j − i = 3, maka terdapat geodesic path ui, ui+1, ui+2, uj .

Contoh : u1, u2, u3, u4.

Jika j − i ≥ 4, maka terdapat geodesic path ui, vi, v, vj , uj .

Contoh : u1, v1, v, v5, u5.

Sub-kasus 2.3 Misalkan x = vi, dan y = vj , dan i < j.

Jika j − i = 2, maka terdapat geodesic path vi, vi+1, vj .

Contoh : v1, v2, v3
Jika j − i ≥ 2, maka terdapat geodesic path vj , vj−1, vi.

Contoh : v4, v3, v1.

Sub-kasus 2.4 Misalkan x = vi dan y = uj .

Jika j − i = 2, maka terdapat geodesic path vi, vi+1, vj , uj .

Contoh : v2, v3, v4, u4.

Jika i− j = 2, maka terdapat geodesic path vi, vi−1, ui.

Contoh : v4, v3, u2.

Jika | j − i |> 3, maka terdapat geodesic path vi, v, vj+1, uj .

Contoh : v5, v, v2, u1.

Jadi, pewarnaan di atas merupakan suatu pewarnaan strong rainbow. Karena

itu, src(Brn) = t untuk n ≥ 6.

Sebagai contoh pada Gambar 5 dibuat suatu pewarnaan-5 strong rainbow pada

Br9.
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Gambar 5. Pewarnaan-5 pada Br9
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