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Abstract. Dalam makalah ini dikaji masalah normalisasi positif sistem deskriptor kon-
tinu Ex = Ax 4+ Bu dengan rank(E) < n, yaitu bagaimana syarat eksistensi matriks
K € R™*" sedemikian sehingga det(E + BK) # 0 dan sistem x = (E + BK) 'Ax
adalah positif.
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1. PENDAHULUAN

Diberikan sistem linier berikut :
FEx = Ax + Bu, x(0) = xq, (1.1)

dimana E,A € R™" B € R"™™ x € R" menyatakan variabel keadaan, u €
R™ menyatakan variabel kontrol. Sistem (1.1) sering juga disebut dengan sistem
deskriptor kontinu [1].

Sistem (1.1) dengan rank(F) < n mempunyai solusi jika det(XE — A) # 0 untuk
suatu X\ € C. Dalam hal ini, sistem (1.1) disebut sebagai sistem deskriptor reguler.

Dalam beberapa situasi kadang-kadang diperlukan upaya untuk menormalkan
sistem (1.1). Dalam [1] dinyatakan bahwa sistem (1.1) dapat dinormalkan jika
terdapat suatu kontrol u = —Kx, untuk suatu K € R™*" sedemikian sehingga
det(E + BK) # 0. Dengan u = —Kx ini, sistem (1.1) dapat diubah menjadi

(E+ BK)x = Ax (1.2)

Jelas bahwa jika det(E + BK) # 0, maka sistem (1.2) menjadi normal, yaitu
%x = (E+ BK) 'Ax (1.3)
Dalam makalah ini akan dibicarakan masalah normalisasi positif dari sifat (1.1)
yaitu bagaimana syarat matriks K € R™*™ sedemikian sehingga det(E + BK) # 0

dan sistem (1.3) adalah positif, yaitu x € R’}
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2. LANDASAN TEORI
2.1. Teort Matriks

Teorema berikut diperlukan untuk mendapatkan hasil yang diinginkan.

Teorema 2.1. [1] Diberikan

All A12:|
A — c ]Rnxn7 2.1
|:A21 A22 ( )

dimana A;j € R™>™ 4, =1,2 dan n1 + ny =n.
1. Misalkan A11 adalah matriks non singular dan didefinisikan
¢ = Aoy — A1 A7} A1 (2.2)
maka
det(A) = det(Ay;)det(p) = det(Aqy)det(Agy — Aa1 AT Ar), (2.3)

sehingga matriks A adalah nonsingular jika dan hanya jika ¢ adalah nonsingu-

lar. Jadi
—1 _ _ _ _
[Au Am] _ [Anl + A e A AT — AT Arag! (2.4)
A1 Aso —¢ 1 An AT ¢!
2. Misalkan Ass adalah matriks non singular dan didefinisikan
= A — A1 Ag; Ay (2.5)

maka
det(A) = det(Ag)det(v)) = det(Ag)det(Ary — A1aAsy As) (2.6)

sehingga matriks A adalah nonsingular jika dan hanya jika ¥ adalah nonsingu-
lar. Jadi

{Au Au]
Aoy Ago

-1

_ [ ¢_1 —¢_1A12A521 (2'7)

—A;;Azﬂﬁ_l A;; + A521A21¢_1A12A521
Definisi 2.2. [4]

(i). Matriks M € R}Y*™ dan N € R}Y*™ dikatakan ekuivalen positif jika terdapat dua
matriks monomial P dan Q) sedemikian sehingga

N= QMP (2.8)

(ii). Diberikan matriks M € R*™ dengan rank(M) = r. Matriks M dikatakan -
monomial jika ia ekuivalen positif dengan matriks

[J‘gr g], (2.9)

dimana M, adalah matriks monomial.

Proposisi 2.3. [4]
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(i). Matriks M adalah r-monomial jika dan hanya jika matriks M mempunyai (n-
r) baris dan (n-r) kolom dengan semua entri-entrinya sama dengan nol dan r
baris dan r kolom dengan hanya satu entri yang tidak sama dengan nol.

(#). Jika matriks M adalah r-monomial, maka matriks M ekuivalen positif dengan

matriks
1. O
{O O} . (2.10)

2.2. Sistem Linier Normal Positif
Diberikan sistem linier normal berikut
% = Cx + Du, x(0) = %o (2.11)
dimana C € R™ ™ dan D € R"*™.
Solusi dari sistem (2.11) diberikan sebagai berikut [3]

x(t) = e“'x(0) + /Ot =7 Du(r)dr (2.12)

3. NORMALISASI POSITIF SISTEM DESKRIPTOR KONTINU

Pada pendahuluan telah dinyatakan bahwa sistem (1.1) dikatakan dapat dinor-
malkan jika terdapat suatu kontrol u = —Kx, untuk suatu K € R™*" sedemikian
sehingga det(E + BK) # 0.

Proposisi 3.1. [1] Sistem (1.1) dapat dinormalkan jika dan hanya jika
mnk[E B] =n.

Asumsikan matriks F ekivalen positif dengan suatu matriks r — monomial se-
butlah M,, maka terdapat matriks monomial @, P € R}*"™ sedemikian sehingga

Mr O
EP = . 3.1
L (3.1)
Misalkan
— Bl
an-[£]. .
Maka syarat rank [E B] = n ekivalen dengan matriks B mempunyai full row

rank, yaitu (n — r). Hal ini dapat dibuktikan sebagai berikut
rank [E B} =n & rank [QEP QB] =n

M, O By
O O By

@rank[

Karena rank(M, )= r, maka mestilah rank(Bs) = (n — ).
Berikut ini diberikan syarat cukup untuk menyelesaikan masalah normalisasi
dengan kondisi sistem yang positif.
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Teorema 3.2. [4] Diberikan sistem (1.1) dengan E dan B diberikan oleh (3.1)
dan (3.2) dimana rank(Bz) = (n — 1) dan A € R}*". Maka terdapat matriks
K € R™*" sedemikian sehingga det(E + BK ) # 0 dan sistem (1.3) adalah positif
Jika

o) (B:B]) e R0,

b) B BT e R,

¢) (BBY)~'B, € Rf*:)xm;

d) By — B1BY (ByBy) By € RX™.

Bukti. Misalkan

K=[0B}]P, (3.3)
maka,
E+BK = Q7! M Of por Q 'QBK
_O O_
_ -1 (M, O] —1 1| B 77 p—1
=Q _OO_P Qg [0 Bj] P
_ -1 (M, O] 4 —1 OBIB; —1
=@ oot T oBsr|T
M BB
=@ | O ByBY P

Karena rank(Bs) = (n—r), maka (E + BK) adalah nonsingular, sehingga det(E +
BK) # 0. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa sistem (1.3) adalah positif. Per-

hatikan bahwa
M, B;BE
E B —1 — —1 s 19 P—l
(E+BK) (Q [0 B2BQT]

-1

_ _[M, BB}
B P[ 0 3232T] Q

—1

Dari (2.7) diperoleh

Mt —M 1B BY(B,BI)!
(E+BK)™! =P[ o (312325()31 :) }Q
Mt O [ 1 B BY (ByBY) !
_p[ 3 ]} [O e }Q. (3.4)

Dari kondisi (a) dan (b) diperoleh (E+BK)™! € R’*" sehingga mengakibatkan
(E+BK)™'A € R7*™ dan sekaligus matriks Metzler. Selain itu, dari kondisi (c) dan
(d) mengakibatkan (E+BK)~'B € R’}*™. Sehingga sistem (1.3) adalah positif. O

Contoh 3.3. Diberikan sistem (1.1) dengan
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20000 63200 -3 0
01000 00210 00
E=100000|,A=100040|,B=| 0 1
00400 01001 00
00000 00330 2 0

Dapat diperiksa bahwa rank(E) = 3 dan rank[E B] = 5. Misalkan

20000 20000
01000 01000
Q@=1000%0| dan P= {00100
00001 00010
00100 00001

maka diperoleh QEP adalah matriks 3-monomial yaitu

10000 —10
01000 00
QEP=1{00300| dan QB=| 0 0].
00000 20
00000 01
Selain itu,
*%0 1o
BB = OOEW@umﬁﬁzP}eM@
01
00
J 00
(&ﬂﬁ&szeM%&—&ﬂ@gkﬁgooGM@
00
) . ‘ 00020
Dari (3.3) diperoleh matriks K = [OOOOJ’ maka
200-10
01000
det(E + BK) =det [000 0 1| #0 (3.5)
00400
00040
Selanjutnya
311 3
35530 00
00210 00
(E+ BEK)~'A = 05532% €RY (E+ BK)'B= ?0 € RS2
00330 1o
00040 01

Karena (E+ BK)™'A € R*™ adalah matriks Metzler dan (E+ BK)™'B e R}*™,
maka sistem (1.3) merupakan sistem normal positif.
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