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Abstract. A continuous invariant time linear control system is a model which is often
applied in economics, engineering, and numerical analysis. In this paper, the realization
of the transfer function for the descriptor system with multi inputs and multi outputs
(MIMO) is discussed. Some algebraic techniques are used to prove some theorems and
to get a realization of a transfer function.
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1. Pendahuluan

Jika diberikan suatu sistem kontrol, maka bukan merupakan hal yang sulit untuk
mendapatkan fungsi transfernya, tetapi tidak sebaliknya. Karakteristik hubungan
antara input dan output dari suatu sistem kontrol biasanya dapat dilihat dari fungsi
transfer. Fungsi transfer untuk suatu sistem kontrol linier invariant waktu didefini-
sikan sebagai perbandingan antara transformasi Laplace output dengan transfor-
masi Laplace input dengan mengasumsikan syarat awal adalah nol [1]. Penentuan
realisasi dari suatu fungsi transfer tidaklah mudah, terutama dalam sistem deskrip-
tor dengan multi input dan multi output (MIMO). Oleh karena itu, kajian tentang
realisasi masih sangat diperlukan.

2. Sistem Deskriptor Linier Invariant Waktu

Sistem deskriptor linier invariant waktu ditulis sebagai berikut

Ex(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) =x¢ (2.1)
y(t) = Cx(t) '
dimana x(t) = d’;gt). Dalam sistem (2.1), x(¢) € R™ menyatakan vektor keadaaan,

u(t) € R™ menyatakan vektor input (kontrol), y(t) € R menyatakan vektor output,
A, EeR"™" BeR"™™ dan C € RP*". Fungsi transfer dari sistem (2.1) adalah
T(s) = C(sE — A)~!B. Jika matriks E adalah non singular, maka sistem (2.1)
merupakan sistem kontrol standar, akan tetapi jika matriks F singular, maka sistem
(2.1) harus didekomposisikan dengan menggunakan teorema berikut.
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Teorema 2.1. [I] Sistem deskriptor (2.1) adalah regular jika dan hanya jika ter-
dapat matriks nonsingular Q, P € R™*"™ sedemikian sehingga

I, 0 A, o}

2.2
0N 0 I, (2:2)

QEP = [ } dan QAP = {

dimana Ay, € RM>*™M N € R"*"2 ny 4+ ny = n, dan matriks N adalah nilpoten
dengan indeks nilpotensi q.

Berdasarkan Teorema 2.1, dapat dilihat bahwa matriks E, A € R™"*"™ didekom-
posisikan sebagai

E=Q! {0](\)[] ,dan A=Q7! H;IO]P*

untuk suatu matriks nonsingular P,Q € R"*™.
Perhatikan kembali sistem (2.1). Selanjutnya misalkan x(t) = Pz(t),QB =

[gl}, dan CP = [Cl CQ] untuk suatu @, P nonsingular, z(t) € R" B; €
2

R™Mxm By € R™*m (7 € RP*™  dan Co € RP*™2. Maka persamaan keadaan
pada sistem (2.1) dapat ditulis menjadi

EPz(t) = APz(t) + Bu(t)
QEPz(t) = QAPz(t) + QBu(t)

B
= QAPz(t) + { 1] u(t),
By
dan persamaan output ditulis menjadi

y() = [C1 Co] a(d).

Dengan menggunakan Teorema 2.1, maka sistem (2.1) dapat ditulis menjadi

I, 0 Zl(t) Zl(t
2.3
z1(1)
= . 2.4
y() = [ ] [ZQ@} (24)
Persamaan (2.3) memperlihatkan bahwa persamaan keadaan pada sistem (2.1) da-
pat direduksi menjadi dua subsistem, yaitu
il(t) = Alzl(t) + Blll(lf) (25)
NZQ(t) = Zg(t) + Bzu(t)7
dan persamaan (2.4) memperlihatkan bahwa persamaan output pada sistem (2.1)
dapat direduksi menjadi dua subsistem pula, yaitu

yi(t) = Crz1(?) (2.7
y2(t) = Caza(t),

dimana z;(t) € R",z5(t) € R"2,C; € RP*™ dan Cp € RP*™2 dengan y(t) =
yi(t) + ya ().

oo
Lz =
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Untuk sistem dengan multi input dan multi output (MIMO), fungsi tansfer
didefinisikan sebagai fungsi T'(s) yang memenuhi hubungan

Y (s) =T(s)U(s) (2.9)

dengan syarat awal x(0) = 0, dimana Y (s) adalah transformasi Laplace output dan
U(s) adalah transformasi Laplace input.

Definisi 2.1. [3] Suatu fungsi transfer T(s) dikatakan proper jika limg_, o T(s) =
K, K e RP*™_ dan dikatakan strictly proper jika lims_,o, T(s) = 0.

3. Realisasi untuk Sistem Deskriptor Linier Invariant Waktu

Jika diberikan suatu fungsi transfer 7'(s), maka fungsi transfer dapat didekompo-
sisikan sebagai

T(s) = G(s) + F(s) = Cy(sI — A})"'By + Co(sN — I) "' Bs. (3.1)
dimana G(s) merupakan bagian strictly proper, dan F(s) bagian polinomial.

Teorema 3.1. [2] Realisasi dari G(s) ada jika dan hanya jika G(s) merupakan
fungsi transfer yang strictly proper.

Bukti(=) Misalkan realisasi dari G(s) ada, sebutlah realisasi tersebut adalah
Ay, By, Oy sedemikian sehingga G(s) = Oy (sl —A;) "' B;. Akan ditunjukkan bahwa
G(s) merupakan fungsi transfer yang strictly proper. Perhatikan bahwa

o Cl(adj[sl - Al])Bl

G(s) = Cr(sI — A))7'By = detsl — Ay) (3.2)

Karena derajat entri-entri dari adj[s] — A;] selalu lebih kecil dari derajat det(sI —
A1), maka

lim G(s) =0.

§—00

Jadi G(s) adalah strictly proper.
(<) Misalkan G(s) merupakan fungsi transfer yang strictly proper, sebutlah

G) = g
dimana
L(s)=s""'L, 14+ Lo, (3.3)

d(s) = s"+ dp_18" V4 4+ dis+ dy,
untuk suatu n € N, dengan Lg, Ly, ..., L, adalah matriks-matriks berukuran p x
m. Maka

Sn_an,1 4+t LO
s+ dy1s" T 4+ d

G(s) =
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I,
sl
1 2
=—(LoLy- Ly_o L,_ s1,,
d(s) [ 0 L1 2 1] .
Snfllm
dimana I,, adalah matriks identitas berukuran m x m. Misalkan
I, 71
SIm Z2
1 2
— S Im — : 3.5
| . (35)
: Zn—l
Sn_lIm Zn
Dari (3.5) diperoleh
1
71 = —1Ipn, 3.6
1 d(s) ( )
yang mengakibatkan Z;,1 = sZ; dengan i = 1,2, ...,n — 1. Selain itu diperoleh juga
Zy = s""17y, (3.7)
yang dapat ditulis
§Zy, = 8" 71 (3.8)

Dari (3.6) diperoleh
Iy = (do+dis+dos® + -+ dp_15" 1 +5") 73
= d0Z1 + d1$Z1 + d232Z1 + -+ dn_15n71Z1 + 5”21

=doZ1+d1Zo +doZs - +dn12y + 52, (3.9)
atau dapat ditulis
§Zpn =1 —doZy —d1Zs —doZs + -+ — dn_1Zp. (3.10)
Selanjutnya (3.5) dapat ditulis menjadi
sz Zo
579 Z3
: = : (3.11)
§Ly_1 Zn
5%, —doZy —d1Zy —doZs+ - —dp_1Zn + Iy
atau
sZ = A17Z + By, (3.12)
dimana
(I I, O0p, -+ O Om
0 O Ly, --- O O,
Ar= : : CT : : ; (3.13)
O O Op -+ O, I,

_dOIm _dl-[m _d2Im o _dn72Im _dnfljm
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By

(3.14)

I,

Dari (3.12) diperoleh Z = (sI — A;)~!B;. Jadi, dengan memilih matriks A; seperti
(3.13), Bj seperti (3.14), dan

Ci=[LoLy Ly Ln1],
maka G(s) = C1(sI — A1)~ By, yang menunjukkan bahwa A;, By, dan C; meru-
pakan realisasi dari G(s).l

Teorema 3.2. Realisasi dari F(s) ada jika dan hanya jika F(s) merupakan fungsi
transfer yang entri-entrinya adalah polinomial.

Bukti (=) Misalkan realisasi dari F'(s) ada, sebutlah realisasi tersebut adalah
N, Bs, Cy sedemikian sehingga F(s) = Cz(sN — 1)~ By. Akan ditunjukkan bahwa
F(s) merupakan fungsi transfer entri-entrinya adalah polinomial.

Ambil sebarang matriks

N1 M2 N1z -+ Ning

ot hes n bi1 b2 b1z - bim
21 M22 N23 - Nap,
bar b2z baz --- bop
N = n31 n32 n33 e n3n2 s 32 = 5
bngl bn22 bn23 T bnzm
Mol Mng2 M3 *°° Mingng
C11 C12 €13 "+ Clny
C21 C22 €23 "+ C2p,
2 = )
Cp1 Cp2 Cp3 """ Cpny
dimana N adalah matriks nilpoten.
Selanjutnya perhatikan bahwa
F(s) = Cy(sN — 1) "By
-1
_ snij1—1 snigo - SNn,
C11 C12 " Clngy 1
SNaq SNy — e sn2n2
Cpl Cp2 " C
LCp1 Cp pna
STipo1 SNpy2  *** SMpgyn, — 1
bir b2 -+ bim
_b’ﬂgl bn22 e bngm

karena N matriks nilpoten, maka entri-entri dari F'(s) dapat ditulis menjadi

fij = fo + fi15 + fos? oot 8™, (i=1,..,p; j=1,....,m).
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Jadi F(s) merupakan matriks yang berisikan polinomial-polinomial.
(<) Misalkan F'(s) merupakan fungsi transfer dengan entri-entri polinomial. Tulis

fi1 fi2 fiz - fim
Fls) = f:21 f?2 f:23 f2:m , (3.15)
fpl fp2 fp3 fpm

dengan

fij = afjskj +t a}js + a?j, (i=1,..,p; j=1,...,m). (3.16)
dimana k; adalah derajat tertinggi dari kolom ke-j dari F(s). Selanjutnya defin-
isikan matriks

1
_ o _ _ S
S:diag[Sl,Sg,--- 7Sm]7 SZ = . . (317)
sk
Dengan menggunakan (3.16) dan (3.17), diperoleh
F(s) = C,8, (3.18)
dimana
0 1 ky 0 1 Em
a1y @1y * - a}g T Ay Qg a}1€m
02 _ a.gl a.él PN a?i .... ag'm aé'm PN a2;;’; ’ (319)
021 agl)l e Cll;i e ag’m azl)’m e aﬁ’%
dan S dapat ditulis sebagai
S = (sN—1)"'By, (3.20)
dimana
00---00
10---00
N = diag [N1,Na,--+ ,Np], N; = 01---00 : (3.21)
D100
00---10
-1
0
B2 = diag[bl, bg, very bm], bj = . 5 (322)
0

N; € RF5 DXk +1) dan b; € RE5+D>xm yntuk j = 1,...,m. Jadi, dengan memilih
matriks N seperti (3.21), Bo seperti (3.22), dan Cs seperti (3.19), maka F(s) =
Co(sN — I,,,) " By, yang menunjukkan bahwa N, B, C3 merupakan realisasi dari
F(s).1
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4. Contoh Penentuan Realisasi Fungsi Transfer

Tentukan realisasi dari

Penyelesaian.
T(s) dapat ditulis menjadi

T(s) = G(s)+ F(s)

542 0 245 s+1
— | s2—2s-3 4.1
5273573 si3 - |: 2s 82 + 1:| ( )
Misalkan
25+2 O
G(s)=|"27°% 1 |, (4.2)
$2-25—3 s—3
dan
245 s+1
F(s) = { 9s SQH] (4.3)

Berdasarkan (4.2), diperoleh polinomial bersama dari penyebutnya sebagai berikut

d(s) =s*—25—3 (4.4)
sehingga
0010 00
0001 00
A= 1302057 10
0302 01
Dari (4.2) dan (4.4) diperoleh
s+2 0
d(s)G(s) = [ s s+ 1} . (4.5)

Persamaan (4.5) dapat ditulis menjadi

asce =57+ 1]

sehingga

(4.6)

01—[2010}

0111

Selain itu, berdasarkan (4.3) terlihat bahwa derajat tertinggi dari kolom pertama
F(s) adalah ky = 2 dan derajat tertinggi dari kolom kedua adalah ko = 2, sehingga
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diperoleh
[000000] [—1 0 ]
100000 0 0
011110 010000 0 0
02[020101]’N 000000|° 227 0 21
000100 0 0
1000010 [ 0 0 |
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