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Abstrak. Dalam penelitian ini dikaji karakterisasi sebaran Cauchy melalui fungsi
karakteristik sebaran dan sebaran terbagi tak hingga. Kehadiran sebaran Cauchy yang
dibangkitkan oleh konstanta penstabil menjadi hal yang menarik pula untuk dikaji. Se-
lanjutnya diperoleh eksistensi nilai harapan untuk Sebaran Cauchy yang dibangkitkan
oleh konstanta penstabil tersebut. Jika ditentukan suatu sebaran dari suatu peubah acak,
maka dapat dikaji bentuk sebaran terbagi tak hingga dari peubah acak tersebut. Oleh
karena itu, dalam paper ini akan dikaji pula mengenai sebaran terbagi tak hingga dari
sebaran Cauchy dan sebaran Cauchy yang dibangkitkan oleh konstanta penstabil.

Kata Kunci: Sebaran Cauchy, sebaran Cauchy dibangkitkan oleh konstanta penstabil,
fungsi karakteristik, sebaran terbagi tak hingga

1. Pendahuluan

Pada tahun 1853, Augustin Loius Cauchy memperkenalkan sebaran Cauchy yang
paling sederhana, yaitu sebaran yang memiliki fungsi kepekatan f(x) = m,
untuk —oo < x < co. Einsenhart (1971) memberikan karakterisasi sebaran Cauchy
dengan memformulasikan bentuk fungsi karakteristiknya. Setiap fungsi sebaran
mempunyai fungsi karakteristik yang merupakan suatu penciri dari suatu sebaran.

Apabila terdapat suatu peubah acak X; yang memiliki sebaran Cauchy (X; ~
Ca(a,b)), dan S didefinisikan oleh S = Z¢, di mana z; € [r_,,z,], dengan 2’ =
max {|x_.|, |z4|}; 7, ¢ € Z, maka peubah acak S tersebut memiliki fkp

bo
1(S:0,0) = o s =y
untuk setiap —1 < s < 1, a dan b masing-masing adalah lokasi dan skala parameter,
dan 6 merupakan penstabil bentuk sebaran [7].

Selanjutnya pada tulisan ini akan dikaji tentang karakterisasi sebaran Cauchy
dan sebaran Cauchy yang dibangkitkan oleh konstanta penstabil. Karakterisasi yang
dikaji meliputi fungsi karakteristik dan sebaran terbagi tak hingga dari masing-
masing sebaran.

2. Peubah Acak dan Fungsi Kompleks

Suatu peubah acak X dikatakan peubah acak kontinu jika terdapat suatu fungsi
f(x) yang dinamakan fkp kontinu sehingga fungsi sebaran dapat dinyatakan seba-
gai f(x) = % (z). Misal X adalah peubah acak kontinu dengan ftkp f(x), maka
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Gambar 2.1. Kurva tertutup terhubung sederhana

nilai harapan dari X didefinisikan oleh E[X]| = [ fooo xf(x)dx, jika integral tersebut
konvergen mutlak. Selainnya, dikatakan bahwa E(z) tidak ada [1].

Misalkan f(z) terdefinisi dan bernilai tunggal dalam suatu lingkungan dari z =
zo. Fungsi f(z) dikatakan kontinu di z = zg jika lim,_,., f(2) = f(20). Suatu fungsi
f(z) dikatakan analitik di suatu titik zg jika terdapat suatu lingkungan |z — zg| < §
sehingga f’(z) ada di setiap titik pada lingkungan tersebut.

Misalkan f(z) analitik di dalam dan pada suatu kurva tertutup sederhana C|,
dimana C dalam arah positif, dan a adalah suatu titik di dalam C, maka

fla) = - f2) .

27rz cZ— a
Persamaan (2.1) ini dinamakan rumus integral Cauchy.
Fungsi z (fg analitik di dalam dan pada C kecuali di z = a (Gambar 2.1). Per-

hatikan bahwa

(2.1)

1), e,
czZ—a Co 2@
di mana Cj adalah lingkaran berjari-jari €. Suatu persamaan untuk Cj adalah
|z —a| = ¢ atau z — a = e’ di mana 0 < 6 < 27. Substitusikan 6z = a + ee??,
dz = ice’? maka
Mdz _ 2m f(a+€ei0)i€ei9 . 2

. o = #)do
i —a ; g i ; fla+ee™)

Sehingga diperoleh §C Z)d =1 f% fla+ce?)df. Karena f(z) kontinu, maka

zZ—

27
= Z—a = dme f(a +ee’)df = Z/ lim f(a + ce?)dd
© Fa =0 0 0 e—0
Sehingga diperoleh f(a) = 2m fc f(z)d

Untuk menentukan fungsi karakteristik untuk sebaran Cauchy, digunakan teo-
rema Residu yang melibatkan fungsi kompleks dalam pembuktiannya. Misalkan
f(2) bernilai tunggal dan analitik di dalam dan pada suatu lingkaran C, kecuali
pada titik z = a yang dipilih sebagai pusat C dengan z € C. Maka f(z) memiliki
uraian Laurent di sekitar z = a yang diberikan oleh

(oo}

f)= Y an(z—a)" (2.2)
=y 02 a1 +ag +ai(z —a) + ag(z — a)® + - (2.3)

(z—a)z—a
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di mana
1 f(2)
= — ————d =0,£1,+2,... 2.4
P A P T R (24)
Dalam hal khusus n = —1 dari persamaan (2.3), diperoleh

% f(z)dz = 2mia_q, (2.5)
c

Dari kenyataan bahwa persamaan (2.4) hanya melibatkan koefisien a_; dalam per-
samaan (2.2), maka a_; dinamakan residu dari fungsi f(z) di z = a.[10]

Misalkan C' adalah suatu kurva tertutup sederhana yang memiliki arah posi-
tif. Jika f suatu fungsi bernilai tunggal dan analitik di dalam dan pada C ke-
cuali pada titik-titik kesingularan zx(k = 1,2,...,n) di dalam C, makajgc f(z)dz =
2mi Yy p_q Res,—., f(2).[4]

3. Karakterisasi Sebaran
3.1. Karakterisast Sebaran Cauchy

Misalkan X adalah peubah acak yang memiliki sebaran Cauchy (X ~ Ca(a,b)),
dengan fungsi kepekatan peluang sebagai berikut:

B b
w2+ (z—a)?)’
untuk setiap —oo < x < oo. Sebaran Cauchy merupakan sebaran peluang kontinu
yang tidak memiliki nilai harapan.

f(x)

—o<a<oo, b>0

Teorema 3.1. Fungsi karakteristik dari peubah acak X yang menyebar secara
Cauchy (X ~ Ca(a,b)), dinotasikan dengan ¢x(t), adalah e**te="I.

Bukti. Langkah 1. Untuk a =0, b= 1, dan ¢t > 0.

Perhatikan bahwa
itz
f{ = dz = 2mi
Ch 1 + z

Fungsi f : 2 +—> ﬁ% memiliki interior region dari C), tepat satu kutub dengan
titik z = ¢. Perhatikan bahwa

6ztz eztz

1+22  (z—1d)(z+1)
Residu untuk z = 7 diberikan oleh

Res,—; (le—’_> = lim(z — 1) f(2) i

22 Z—>i 21

Oleh karena itu,

eitz eitz
?{ — dz=2miRes,—i | —— | = we™F, n>2
c, 1+ 22 14 22
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Gambar 3.1. Contour 1

Pengintegralan sepanjang contour C,, dapat diperoleh sebagai berikut

. eitz
me ' = dz (3.1)
C

1422
. n eztz ™ eitneiB 8
—t y
me " = /n T3 22 dx + /0 T n2cain e ag (3.2)

Hasil pengintegralan suku kedua pada sisi kanan konvergen ke nol jika n — oo.
Perhatikan bahwa [n2e? + 1| > n? — 1. Maka

B

itne’ —ntsin 8

e nieif| < ne n
1+ n2e2iB - n2—1 ~n2-1
Karena
™ eitneiﬁ i T itne'? . T n 2N
) ] _
————niedp| < ————nie’’|dp < dp = ,
/0 1 + n2e2ih p _/0 1 + n2e2ih ﬂ_/o n?—1 p n?—1
maka,

™ eitneiﬁ 3
| .
dim [ e %49 =0

Untuk n — oo pada persamaan (3.2), diperoleh

[ee} itx
¢ —t
/ 72d:c =Te
—o Ltz

Langkah 2. Untuk a =0, b =1, dan t < 0.
Dengan mengikuti Langkah 1 diperoleh

oo itz

€ t

/ ——dr =me
oo 14z

Langkah 3. Untuk kasus umum
Berdasarkan Langkah 1 dan Langkah 2, maka

oo eitz
/ sdr = me It
oo 1tz

eitw

Untuk pengintegralan | > dz, terlebih dahulu substitusikan z = v + a,

—o0 b2+ (x—a)?
sehingga diperoleh

00 eite " 00 eit(v)
= dr = eite =4
/_Oob2+(xfa)2x € /_001)2+b2v
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Dengan mensubstitusikan v = bu pada pengintegralan terakhir, diperoleh

/. L ————
oo P+ (z—a)? b

Oleh karena itu

00 eitwb b o] eitm )
" dr== " dr = etapblt
/_OO (0% + (z — a)?) v ﬂ'/_oc b2 + (x — a)? r=ee U

Beberapa sifat karakteristik dari sebaran Cauchy adalah sebagai berikut.

(1) Misalkan @x (t) = e®@e~?* adalah fungsi karakteristik dari peubah acak (X ~
Ca(a,b)), maka o, (0) = (o010 = 1,

(2) Misalkan X suatu peubah acak (X ~ Ca(a,b)), maka fungsi karakteristik dari
—X adalah px(t).

(3) Fungsi karakteristik ¢x(t) = e?e bl adalah kontinu seragam. Misalkan
QDX(t) — eftag—blt] — pita—blt] — <p(z(t))

Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa sebaran Cauchy adalah sebaran terbagi
tak hingga. Perhatikan bahwa X ~ Ca(a,b), dan o(t) = e®@e~*. Jika dimisalkan
1
on(t) = [p(t)]" maka

Karena fungsi karakteristik dari peubah X yang menyebar secara Cauchy (a,b)
dapat dituliskan ¢, (f) = [@(t)]", untuk n adalah bilangan bulat positif, maka
X ~ Ca(%, %) dan sebaran Cauchy dikatakan sebagai sebaran terbagi tak hingga.

3.2. Karakterisasi Sebaran Cauchy yang dibangkitkan oleh
Konstanta Penstabil

Misalkan X, adalah suatu peubah acak yang memiliki sebaran Cauchy (X; ~
Ca(a,b)), dengan S adalah peubah acak yag didefinisikan sebagai berikut.
T
S - ?
di mana x; € [x_,,z4], dengan 2’ = max {|z_,|,|z4|}; 7, ¢ € Z, maka peubah acak
S tersebut memiliki fkp

bl 1
S;a,b) = ————F— 3.3
f( 70’5) 7Tb2+(8—a)27 ( )
untuk setiap —1 < s < 1, —1l<a<l1l, b>0,

dengan 6 merupakan penstabil bentuk sebaran yang bergantung pada a dan b
yaitu 0 = 5

T
— 1—
tan—1(15,%)

f(S;a,b) =

Sehingga fungsi kepekatan peluang S dapat ditulis sebagai

b
2tan~!(15%) (b2 +(s— a)Q)'

(3.4)
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untuk setiap -1 <s<1l,a<1,b>0.

Kehadiran dari suatu konstanta penstabil dalam sebaran Cauchy, mengaki-
batkan nilai harapan dari sebaran Cauchy yang dibangkitkan dengan konstanta
penstabil (S ~ Capenstabit(a, b)) ada yaitu

[ sts1ds

1 1
= 1= [5 (log(1 — 2a+ a® + b?)) — (log(1 + 2a + a® + b7))
2tan~t(15%) "2

E(S)

+ S (1) + (ban ()]

Teorema 3.2. Jika S adalah peubah acak memiliki sebaran Cauchy yang dibangk-

itkan oleh konstanta penstabil (S ~ Capenstabii(a,b)) dengan fkp
s (o)

2tan~(159) 02 + (s —a)?”

f(S;a,b) = (3.5)

untuk setiap —1 < s <1, a <1, b > 0, maka peubah acak tersebut memiliki fungsi

karakteristik ps (t) :ﬁl(lﬂeiatefb\ﬂ = Heiate*b‘tl .
an— {5~

Bukti. Langkah 1. Untuk a =0, b =1, dan ¢ > 0.

Perhatikan bahwa

eitz
]{ L dz = 2mi
Chn 1 + z

Fungsi f : z —> 1‘1% memiliki interior region dari C,, tepat satu kutub dengan
titik z = ¢. Perhatikan bahwa
eitz eitz

1+22  (z—1i)(z+1)

Residu untuk z = 7 diberikan oleh

itz

Reszi( c )zlim(z—i) £(2)

1+ 22 z—i 21

Oleh karena itu,

eztz elfz
% mdz = 27TiR€Sz:i (]_4»,22) = 7T6_t, n>2
CTI,

Gambar 3.2. Contour 2
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Pengintegralan sepanjang contour C,, dapat diperoleh sebagai berikut

. eitz
et = ——dz 3.6
x jé o (3.6)
1 its g ite'
e e .
= ——d —ie'Pd 3.7
/_11+52 S+/O 1+€2'L[326 B ( )
Perhatikan bahwa 1 + 284" > €28 Maka
eitew |~ e—tsing - 1
11 2B’ | = " g2iB = g2ip

dengan demikian

iB

™ eite 8
———ie"df =0
/o 1428 ¢ p

1 eit&s .,
2ds = me
1 1+s

1 its
0
/ 67d5 = fre !
1 1+ 82

Sehingga diperoleh

Langkah 2. Untuk a =0, b =1, dan t < 0.
Dengan cara yang sama seperti Langkah 1 diperoleh

1 its
0
/ T s = Oret.
1 1+s2

Langkah 3. Kasus umum.
Berdasarkan Langkah 1 dan Langkah 2, diperoleh bahwa

1 its

0

/ © _ds=0me M.
1 1+s2

Untuk pengintegralan
1 its
0
/ 2 ) 5 ds,
102+ (s—a)
terlebih dahulu substitusikan s = v + a, sehingga diperoleh

1 its 1 it(v)
Oe ; e
B — d
/_1b2+(3—a)2 y € /_1’1]2+b2 v

Dengan mensubstitusikan v = bu pada pengintegralan terakhir diperoleh

1 its
fe or .
T s = L= gitap—blt
/_1b2—|—(s—a)28 b€

Oleh karena itu

1 its
e b 4 ita_—blt]
/_17r(b2+(sfa)2)ds_9€ e
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Dengan demikian, diperoleh fungsi karakteristik dari sebaran Cauchy yang dibangk-
itkan dengan konstanta penstabil (S ~ Capenstapir(a,b)) adalah pg(t) = fe'*@e=tIH

Berikut adalah beberapa sifat fungsi karakteristik dari peubah acak S yang
menyebar secara Cauchy dengan konstanta penstabil (S ~ Capenstabii(a,b)).

(1) Misalkan S suatu peubah acak (S ~ Capenstabii(a, b)), maka fungsi karakteris-
tik dari —S adalah @g(t)
(2) Peubah acak X mempunyai sebaran Cauchy dengan fkp

0b
R rEnE

Misalkan Y = — X, maka diperoleh Jakobian J = ’j—g = 1. Untuk peubah acak

Y maka tkp peubah acak tersebut adalah f(—s) = fgyv(—s)|J| =
(3) Fungsi karakteristik og(t) = fe'*®e~"l*l adalah kontinu seragam.
(4) Misalkan S adalah suatu peubah acak dengan sebaran Cauchy yang dibangk-
itkan oleh konstanta penstabil (S ~ Ca(a,b)), maka fungsi karakteristik dari
a + (S adalah €™ pg(3t)

0b
m(b*+(z+a)?)

Perhatikan bahwa S ~ Capenstapit(a,b), dan o(t) = feit¢ePl!l. Jika dimisalkan
1
¢n(t) = [p(t)]" maka

en(t) = [p(t)]™
_ [eeim—bm] n
— Preita—ltly

Karena fungsi karakteristik dari peubah S menyebar secara Cauchy, yang dibangk-
itkan oleh konstanta penstabil Ca ~ (a,b), dapat dituliskan sebagai ¢, (t) = [o(t)],
untuk bilangan bulat positif n, maka S ~ Capensmbig(%, %) dan sebaran Cauchy
yang dibangkitkan oleh konstanta penstabil S ~ Capenstapir(a, b) dikatakan sebagai
sebaran terbagi tak hingga.
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