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Abstrak. Jika diberikan suatu peubah acak Y = alog X, dimana X adalah peubah
acak berdistribusi Gamma, o € R dan Y adalah peubah acak berdistribusi Log-Gamma,
maka dengan menggunakan representasi kanonik fungsi karakteristik dapat ditentukan
ukuran Levy untuk distribusi Log-Gamma yang merupakan distribusi terbagi tak hingga.
Representasi kanoniknya dapat digunakan untuk membuktikan rumus perkalian Gauss
dan rumus Legendre.

Kata Kunci: Fungsi karakteristik, distribusi terbagi tak hingga, rumus perkalian Gauss,
rumus Legendre

1. Pendahuluan

Konsep distribusi terbagi tak hingga merupakan kajian penting dalam teori pelu-
ang pada beberapa dekade terakhir, terutama dalam topik ukuran Levy untuk suatu
fungsi karakteristik. Pembentukan distribusi terbagi tak hingga berdasarkan ukuran
Levy dilakukan dengan menggunakan representasi kanonik dari suatu fungsi karak-
teristik distribusi tertentu. Ide dasar tentang distribusi terbagi tak hingga dalam
permasalahan Teorema Limit Pusat adalah keterbagian peubah acak X menjadi
peubah-peubah acak yang saling bebas dengan distribusi yang sama. Peubah acak
X dikatakan terbagi menjadi n jika terdapat peubah-peubah acak yang identik
dan saling bebas X7, Xs, .-, X,, sedemikian sehingga X = X; + X5 + --- + X,,.
Suatu fungsi distribusi F' dikatakan terbagi tak hingga jika untuk setiap bilangan
bulat positif n terdapat suatu fungsi distribusi F;, sedemikian sehingga F' adalah
konvolusi n kali dari F;, dengan dirinya sendiri, yaitu F' = F,, *---* F,, (n kali) [2].

Definisi yang ekuivalen dengan definisi distribusi terbagi tak hingga di atas
adalah bahwa suatu fungsi distribusi F' dengan fungsi karakteristik ¢ adalah terbagi
tak hingga jika untuk setiap bilangan bulat positif n terdapat fungsi karakteristik
©n, sedemikian sehingga ¢(u) = (p,(u))™ untuk setiap v € R [2]. Jika ditentukan
suatu distribusi dari suatu peubah acak Y = alog X dimana X adalah peubah
acak berdistribusi Gamma dan o € R, maka dapat dikaji bentuk distribusi terbagi
tak hingga dari peubah acak Y serta bentuk representasi kanonik fungsi karakter-
istiknya.
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Pada paper ini akan dikaji tentang distribusi terbagi tak hingga dari peubah
acak Y = alog X, dimana X adalah peubah acak berdistribusi Gamma, o € R
(untuk selanjutnya Y disebut peubah acak berdistribusi Log-Gamma) dan ben-
tuk representasi kanonik fungsi karakteristik dari peubah acak Y tersebut serta
aplikasinya terhadap pembuktian rumus perkalian Gauss dan rumus Legendre.

2. Distribusi Gamma dan Distribusi Log-Gamma

Berikut diberikan definisi fungsi kepadatan peluang, fungsi karakteristik dan bentuk
kanonik dari fungsi karakteristik terbagi tak hingga dari distribusi Gamma.

Definisi 2.1. [2] Misalkan X adalah peubah acak berdistribusi Gamma (X ~
Gamma(§, B)). Fungsi kepekatan peluang X didefinisikan sebagai

fl@) = =2 P 2>0,6>0,8>0,
dengan [ 267! e Prdy =1L 5) . Kemudian

/OO f(z)dx = /D0 Fﬂ(;mg_le_ﬁxdx =1

Fungsi karakteristik dari peubah acak X berdistribusi Gamma(&, ) adalah

ox(w) = (720"

Karena

en(u) = [ox (W)™,

maka jelas bahwa ¢, (u) merupakan fungsi karakteristik dari Gamma( ,B). Jadi,
distribusi Gamma merupakan distribusi terbagi tak hingga

(pnw) ~ Gamma(, ).

Bentuk kanonik dari fungsi karakteristik terbagi takhingga berdistribusi
Gamma, seperti dijelaskan oleh Lukacs (1970), dikarakterisasi oleh (v, 02, M), dan
diberikan sebagai berikut:

sren o[ ) [ (- )

di mana

v = 5/ T+ 2dx,,a—0 dan M(x :—5/

Selanjutnya akan dikaji fungsi distribusi dari peubah acak ¥ = alog X (untuk
selanjutnya Y disebut peubah acak berdistribusi Log-Gamma), dimana X adalah
peubah acak berdistribusi Gamma, « # 0, fungsi karakteristik dan bentuk kanonik
dari fungsi karakteristiknya. Pandang dua kasus berikut.

o))

x> 0.
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Kasus 1. Misalkan « adalah konstanta positif. Fungsi distribusi kumulatif dari
peubah acak Y adalah

13 y ] d
mmmﬂ%/F&mu.

Kasus 2. Misalkan « adalah konstanta negatif (a/ = —a). Fungsi distribusi kumulatif
dari peubah acak Y adalah

P{Y <y}=1+ I:B(;/yoo [egt} [e‘ﬁet/“} %

Fungsi karakteristik dari distribusi Log-Gamma dengan « positif maupun «
negatif adalah

EW”@=[%éWﬂw@-

Dengan memisalkan e¥/® = z untuk o positif dan e=%/¢ = z untuk a negatif,
maka diperoleh

. (€ + iou)
Ele™Y] = —~__——,
[ ] F(g)ﬁzau
Diperoleh fungsi karakteristik dari distribusi Log-Gamma sebagai berikut.
T(iau + &)
oy (u) = ——5—=.
7= e

Selanjutnya, diberikan suatu teorema tentang fungsi karakteristik dari distribusi
Log-Gamma.

Teorema 2.2. [1] Misalkan terdapat peubah acak Y = alog X, di mana X adalah
peubah acak berdistribusi Gamma dan o € R, maka fungsi karakteristik dari fungsi
distribusi P{Y <y} dapat ditulis sebagai berikut

. / -0
L(E + iau) = exp [zu {ar(é) —alog B+ 043/ v e dy}

L(g)pren I'(¢) o 1+ 0?y? (1 —e¥)

=0 iuy Zuy e(f/a)y
+ -1 ) day,
—o0 y?) (1 —ev/*)ly|

dengan
Fl(f) 3/_0 y? ey
=a—2 —al d
“Tig T e
o2 =0,
Y el&/a)s
M(y) = ——ds, y <0.

e A=)
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3. Aplikasi pada Pembuktian Rumus Perkalian Gauss dan Rumus
Legendre

Dalam subbab ini akan dijelaskan bahwa sifat ukuran Levy dapat digunakan untuk
membuktikan rumus perkalian Gauss dan rumus Legendre.
Adapun bentuk rumus perkalian Gauss adalah sebagai berikut

my'T (z + k) = m1/27mE () /2m=DD ().
m
Sedangkan rumus Legendre adalah sebagai berikut

I'(z) (z + ;) =21722/n1(22),

dengan a =1, z =€&+inpdan m = 2,3, --
Akan ditunjukkan bahwa rumus perkalian Gauss dapat dibuktikan dengan meng-
gunakan sifat ukuran Levy dengan memisalkan « =1, z =& +indanm = 2,3,---.
Perhatikan bahwa ruas kiri dari rumus perkalian Gauss dapat ditulis sebagai
berikut.

' (z + Z) =1,'T (g +in + 7]2)
=@ (g4 o) g (64 ) g
T Oy e
o {5 v+ [ L)
iny e8Y
i _1+w)UWM|}

N
e 1
' 1 0 2 pE+1/m)y
exp [zn{ £+1//m) 710g5+/7 yedy}
-0
(e

L (+1/m)
L+1/m) 1+y* (1—ev)
1/m)s
+/ iny €(§+/ )y :|
(1 —ev)|yl

(e ( )/ ) 02 EHme1)/my
”“pw{ rermm 0 T d%

+/‘0 iy _ 1 My)dﬁm*wwd}
Gy 1
e T+y2) 1—enlyl

Crgr (e L) or (e o) g

mny _

'@ Terym | TEs (m-1)/m)
e”{m{r@>+r@+1mw+' +F@+%m—1Vm)}
=0 2 eby
_inmlogﬁ—l—in/_ 1_|y_y2 (1—ey/m)dy

. my e
+ e —1— d
/—oo ( 1 y2) (1 —ev/ )‘y| Y
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Selanjutnya dengan mengganti variabel y dengan my, diperoleh

m

T TEt1m) | TE+(m-1)/m)
o [“7{ 0E) " TErm) T T (m - 1)/m)

-0 y2 em&y

—inmlog B + imn/ dy

—oo Ly (1 —e¥)

—0 . ¢
+/ (eim”y 1 zmny2> emEY dy}.
o 1+y?) (1—e)|yl

Karena
ml'mg)  [T'©)  TE+1m) T+ m=1)/m
I'(mg) L) TE+1/m) L+ (m—1)/m)
=m - ﬂdt = mlogm,
+0
dan

LOrE+1/m)---I'€+(m—-1)/m) _TLA/m)I'(2/m)---T((m—1)/m)
T(me) T
—_ (27r)(m71)/2m1/27m§’

maka diperoleh

H?;)lr (f +in + 71:;,) = (27()(m_1)/2m1/2—m(5+i7l)F(mg)ﬁimn

! -0 2 mé
exp [imn { I];((;,Lnf)) —log B+ [ 1 jJ_ e (16_ :y) dy}

-0 - méy
. mny e
+ / (e""’w —1- ) dy}
—00 1+y2 (1 _6y)|y‘

- (277)(m—l)/2m1/2—m(£+in)p(m(§ + in))

untuk & > 0.
Berdasarkan uraian di atas, maka diperoleh

k
v <z + m) = m1/27m= () 1/20m =D ().

Hal tersebut menunjukkan bahwa rumus perkalian Gauss dapat dibuktikan den-
gan menggunakan sifat ukuran Levy, yaitu dengan memisalkan o = 1, z = £ + in
dan m = 2,3,---. Sedangkan jika diganti m = 2, maka diperoleh rumus Legendre
sebagai berikut.

INEN (z + ;) = 21722 /77 (22).
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