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Abstrak. Dalam penelitian ini dikaji proses stabilisasi suatu sistem kontrol linier in-
variant waktu dengan menggunakan metode Ackermann. Kajian ini diaplikasikan pada
sistem pendulm terbalik yang bersifat tidak stabil, namun dapat distabilkan jika terda-
pat kontrol feedback u = —Kx sedemikian sehingga sistem loop tertutup x = (A— BK)x
adalah stabil dengan nilai eigen dari matriks A — BK dapat ditempatkan sesuai keing-
inan. Dengan ilustrasi yang diberikan, diperoleh matriks feedback K yang membuat
sistem pendulum terbalik menjadi stabil.

Kata Kunci: Metode Ackermann, kestabilan sistem, pendulum terbalik

1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem kontrol linier sebagai berikut:
x = Ax+ Bu, x(0)=xp (1.1)
y =Cx

di mana A € R™*" B € R™*™ (C € RP*" x = x(t) € R™ menyatakan variabel
keadaan (variabel state), u = u(t) € R™ menyatakan variabel kontrol (input),
y = y(t) € R? menyatakan variabel output. Matriks A,B, dan C tidak bergantung
terhadap waktu, sehingga sistem disebut sistem kontrol linier invariant waktu.

Salah satu kajian utama sistem kontrol adalah kajian tentang kestabilan sistem
tersebut. Kriteria untuk menentukan kestabilan sistem adalah nilai eigen matriks
A, yaitu sistem dikatakan stabil jika bagian riil dari semua nilai eigen matriks A
adalah negatif [5]. Sistem dikatakan stabil, jika ¢ — oo mengakibatkan x(t) — O.

Sistem dapat distabilkan jika terdapat kontrol feedback u = —Kx untuk suatu
K € R™*" sedemikian sehingga sistem loop tertutup x = (A — BK)x adalah sta-
bil. K adalah matriks feedback dan vektor u dikatakan kontrol yang menstabilkan
sistem.

Selanjutnya, eksistensi u dapat ditentukan jika sistem terkontrol lengkap [5].
Pada paper ini, akan dibahas bagaimana bentuk matriks K yang membuat sistem
% = (A — BK)x stabil, tetapi nilai eigen dari matriks A — BK dapat ditempatkan
sesuai keinginan. Permasalahan seperti ini sering disebut sebagai masalah penem-
patan pole [5].
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2. Stabilisasi Sistem Kontrol Linier Invariant Waktu dengan
Menggunakan Metode Ackermann

Perhatikan kembali sistem kontrol linier (1.1) dan asumsikan bila sistem tersebut
terkontrol lengkap dan terdapat suatu kontrol feedback u = —Kx untuk suatu K
sedemikian sehingga sistem loop tertutup
x=(A-BK)x (2.1)

adalah stabil.

Misalkan pole-pole loop tertutup yang diinginkan adalah s = s1,5 = $9,...,5 =
$y,. Persamaan karakteristik dari matriks A — BK adalah

|sT — Al = (s — s1)(s — 52) -+~ (5 — sp)
=s"+ als(”fl) 4+ Fap_15+ o, =0,

untuk suatu skalar~ai,i =1,2,---,n, di mana A = A — BK. Berdasarkan teorema
Cayley-Hamilton A, berlaku [5]
p(A) = A" + A" o, A+ a,l = 0. (2.2)
Perhatikan identitas berikut:
I1=1
A=A-BK
A? = AA
= A* - ABK — BKA
A3 = A%A

= A% — A2BK — ABKA — BK A?

Ar = A1 A
= A" — A" 'BK — A" ?2BKA— A" 3BKA? — ... — ABKA" ™' — BKA"
Akibatnya, persamaan (2.2) menjadi

0=canl +an 1A+ a, 2A>+ ...+ a A" 1 + A"
+A" — A"'BK — A" ?2BKA — A" 3BK A?
—...— ABKA"™' — BKA"

=, +an 1A+ a, A2+ ...+ a1 A" + A"
—ap_1BK — ay,_2ABK — v, _sBK A
—.— A" ?BK — ;A" ®BK A
—..—a;BKA" ' — A" 'BK — A" ?2BKA — A" 3BK A?
—...—ABKA" ' + BKA"

= ¢(A) —ap_1BK — a,_2ABK — a,,_yBKA
—i.— 1 A" 2BK — 0y A" PBK A
—.—yBKA" ' — A" 'BK — A" 2BKA — A" 3BK A?
—...— ABKA" ! + BKA™. (2.3)
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Persamaan (2.3) dapat juga ditulis sebagai

n1K +anoKA+ ...+ a KA — K A"

_ R ap_oK 4+ ...+ KA1
$(A) = [B AB --- A""1B] _

K
Karena sistem terkontrol lengkap, invers dari matriks keterkontrolan
[BAB--- A" 'B]|
ada. Akibatnya
1K+ anoKA+ ...+ 011~K/~1"*1 — KA"
. oK + ...+ KA1
[BAB--- A" 'B]  ¢(A) = .
K
Selanjutnya, dengan mengalikan kedua sisi persamaan diatas dengan
[0 0--- 1] ,
diperoleh
K=[00---1][BAB-.- A"'B] " ¢(A). (2.4)

Persamaan (2.4) disebut sebagai metode Ackermann untuk menentukan matriks
feedback K [5].

3. Aplikasi pada Sistem Pendulum Terbalik

Aplikasi sistem kontrol loop tertutup dengan metode Ackermann diperlihatkan pada
sistem pendulum terbalik (inverted pendulum). Pada sistem pendulum terbalik ini
variabel-variabel yang bekerja adalah panjang bandul (¢), sudut simpangan (6),
massa kereta (M), massa bandul (m).

x {’sinﬂ‘-—

m

2]
£cos @ mg

u | M

Gambar 3.1. Pendulum Terbalik
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Secara ilustratif, suatu pendulum terbalik seperti pada Gambar 3.1 terdiri dari
dua bagian utama yaitu kereta beroda yang dapat bergerak ke arah kanan atau
ke arah kiri dan pendulum dengan tangkainya yang dipasangkan dibagian tengah
atas kereta yang dapat bergerak ke kiri dan ke kanan dengan membentuk sudut 6
dengan arah vertikal. Asumsikan bahwa 6 sangat kecil, sinf = 6, cosf = 1, dan
062 = 0 [4].
Sebagaimana terlihat pada Gambar 3.1, tujuan pengendalian adalah menjaga
pendulum tersebut dalam posisi vertikal. Pendulum terbalik memiliki sifat yang
tidak stabil dan memungkinkan pendulum tersebut jatuh ke segala arah. Tetapi
dalam hal ini untuk penyederhanaan, gerak pendulum hanya dibatasi dalam satu
dimensi sehingga pendulum terbalik tersebut bergerak pada dua arah derajat kebe-
basan yaitu gerak kereta ke kiri (y negatif) dan bergerak ke kanan (y positif), serta
gerak pendulum ke kiri (6 negatif) dan ke kanan (6 positif) [6].
Definisikan koordinat (x,y) pusat gravitasi massa sebagai (zg,yq) [4]. Kemu-
dian,
rg =+ {£sinb,
yg = L cosb.

Berdasarkan hukum Newton II gerakan searah sumbu x menghasilkan
>z Pra

e T T

atau
d*x d? :

Persamaan (3.1) dapat ditulis sebagai:
(M 4 m)i — m(sin 0)8% + ml(cos )6 = u. (3.2)

Perhatikan gerak rotasi massa m disekitar titik P. Dengan menggunakan hukum
Newton IT untuk gerak rotasi diperoleh,

mﬁﬁ cosf — md2yG
dt? dt?

yang mana dapat disederhanakan menjadi:

{sinf = mglsin6,
mli — £(sin 0)8% 4 £(cos 0)0)¢ cos @ — m[—L(cos )6 — £(sin 0)]¢ sin @ = mglsin 6.
Penyederhanaan lebih lanjut akan mengakibatkan
mi cos 0 + mlf = mgsin 6. (3.3)

Dengan mensubsitusikan sinf = 6 , cos § = 1, dan 0 g2 = 0, persamaan (3.2) dan
(3.3) diperoleh:

(M +m)i +mlb = u, (3.4)

mé + ml = mge. (3.5)
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Persamaan (3.4) dan (3.5) merupakan model matematika dari sistem pendulum
terbalik [4].
Persamaan sistem linier (3.4) dan (3.5) dapat dimodifikasi menjadi:

Mg = (M +m)gh —u (3.6)
Mi = u—mgb (3.7
Definisikan variabel state x1,22,23, dan x4 dengan [5] :
1 =0
Ty =0
T3 =1
Ty =T

dan anggap x3 sebagai output sistem, atau
Yy =1T3=1. (3.8)
Dari definisi variabel state dan persamaan (3.6) dan (3.7), diperoleh:

jl‘l = T2
. M4+m 1
Ty = —5 91— U
@3 = T4 (39)
. m 1
T4 = =597 + e
Persamaan (3.8) dan (3.9) secara simultan dapat ditulis menjadi
&1 0 1007 [z 0
o Mamo 00| | zo -4
| =10 oot || T 0| ™ (3.10)
iy —2g 000 |y &=
T1
y=1[0010] |"? (3.11)
T3
Tyq

Persamaan (3.10) dan (3.11) adalah persamaan ruang keadaan (state space) dari
sistem pendulum terbalik [4].

4. Hasil dan Pembahasan

Contoh berikut mengilustrasikan penentuan matriks feedback K yang diambil dari
[5] dengan M = 2kg, m = 0.5kg, { = 1m, maka

0 100 0
12.25 000 —0.5
A=170 001 B=| o |:¢=lo010].

—245000 0.5
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Nilai eigen dari matriks A adalah \; =0, Ay = 0, A3 = 3.5, dan Ay = —3.5. Karena

terdapat nilai eigen yang bernilai positif, maka pendulum terbalik tidak stabil (lihat
Gambar 4.1).

x10° Unit-Step Respanse

Output y

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t Sec

Gambar 4.1. Sistem Tak Stabil

Selanjutnya, karena

0 -05 0 —6.125
-05 0 —-6.125 0

0 0.5 0 1.225
05 0 1.225 0

rank [B AB A%B AsB] = rank

=4

maka sistem terkontrol lengkap, sehingga sistem pendulum terbalik dapat dista-
bilkan.

Misalkan pole-pole yang diinginkan adalah [5]

s1=—4+4j5
Sg = —4 — 45
s3 = —20
sq4 = —20

Persamaan karakteristik dari matriks A adalah

|sI — fl\ = (s—51)(s—s2)(s —s3)(s — 84)
= (5= (=4+45))(s — (=4 —4j))(s — (=20))(s — (-20))
= s* + 48s% + 7525% + 4480s + 12800

=st+ a153 + a252 + @38 + ay.
Berdasarkan teorema Cayley-Hamilton, diperoleh

p(A) = A" + a1 AV 4 a1 A+ anl =0,
G(A) = A* + 4843 + 75242 + 44804 + 128001 = 0.
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Selain itu,

H(A) = A* + 48A3 + 752 A% + 4480 A + 128007

o 1007" 0o 1007°
_ 1225000 1225000
1 o0 o001 0 001
—9245000 9245000
0 1007° 0 100
12.25 00 0 12.25 000
+752 | T | a0 | T
9245000 —9245000
1000
0100
12
+12800 | o
0001

2.2162 0.5068 0 0
6.2083 2.2162 O 0
—0.1872 —0.0118 1.28 0.448
—1.2417 -0.1872 0 1.28

=10*

Berdasarkan metode Ackermann diperoleh matriks feedback K adalah

K=1[0001][B AB A2B A3B] " ¢(A)
0 0.5 0 2.5
0.5 0 2.5 0
0 —02041 0 —0.2041
~0.2041 0 —0.2041 0

2.2162 0.5068 0 0
6.2083 2.2162 O 0
—0.1872 —0.0118 1.28 0.448
—1.2417 -0.1872 0 1.28

= 10% [ —4.1407 —1.0103 —2.6122 —0.9143] .

K=1[0001]

104

Jadi dari penempatan pole yang diinginkan diperoleh matriks feedback K yang
dapat menstabilkan sistem pendulum terbalik. Sistem yang sudah stabil dapat dil-

ihat pada Gambar 4.2.
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Gambar 4.2. Sistem Stabil

Daftar Pustaka

1]
2]
3]

SIS

Anton, H. 1991. Aljabar Linier Elementer Edisi Kedelapan-Jilid 1. Penerbit
Erlangga, Jakarta

Antsaklis, P. J, Michel, A. N. 2007. A Linear Systems Primer. Birkhauser,
Boston, Basel, Berlin

Heri, R. 2004. Penentuan kestabilan Sistem Kontrol Lup Tertutup Waktu Kon-
tinu Dengan Metode Transformasi Kanonik Terkontrol. Jurnal Matematika dan
Komputer

Ogata, K. 1995. Discrete-Time Control Systems. Prentice-Hall, New Jersey
Ogata, K. 2002. Modern Control Engineering, Fourth Editon. Prentice-Hall,
New Jersey

Prapanca, A dan Noor Anita, C. D. 2010. Simulasi Pendulum Terbalik (Inverted
Pendulum) Pada Sebuah Kereta Menggunakan Bahasa Pemograman Matlab 7.5.
Jurnal Penelitian Matematika dan Sains



