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Abstrak. Dalam makalah ini ditentukan solusi sistem persamaan diferensial fractional
linier orde dengan turunan tipe Jumarie. Bentuk umum solusi diberikan dalam beberapa
teorema. Beberapa contoh diberikan untuk mengilustrasikan keberlakuan teorema.

Kata Kunci: Persamaan Diferensial Fraksional, Jumarie, Fungsi Mittag-Leffler

1. Pendahuluan

Suatu persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan yang memuat suatu
fungsi dan turunan-turunan biasa dari fungsi tersebut. Sistem persamaan diferensial
biasa adalah kumpulan dari beberapa persamaan diferensial biasa.

Seiring dengan perkembangan, persamaan diferensial biasa berkembang menjadi
persamaan diferensial fractional. Selanjutnya sistem persamaan diferensial biasa
juga berkembang menjadi sistem persamaan diferensial fractional. Dalam makalah
ini akan dibahas mengenai solusi sistem persamaan diferensial fractional berikut
([2] dan [5]):

Dex(t) = ax + by

Dey(t) = cx + dy (1.1)

dimana a, b, ¢ dan d adalah konstanta dan D% adalah turunan fractional tipe Ju-
marie orde a dengan 0 < o < 1 yang didefinisikan sebagai berikut [2]:

D) = = gt | €= 7 U~ 1) (12)
0

dengan I' adalah fungsi Gamma.

*penulis korespondensi
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2. Landasan Teori

2.1. Fungsi Gamma, Fungsi Beta dan Fungsi Mittag-Leffler

Definisi 2.1. [7] Fungsi Gamma dinyatakan sebagai I'(n), didefinisikan sebagai
berikut:

I'(n) = /x"ileﬂ” dz, n>0. (2.1)
0

Definisi 2.2. [5] Fungsi Beta didefinisikan sebagai berikut :
1
B(p,q) = [2P7'(1 —2)9 'dz , z € R dan p,q € C,
0

dimana Re(p) > 0 dan Re(q) > 0.

Definisi 2.3. [2] Fungsi Mittag-Leffler satu parameter E,. didefinisikan sebagai
berikut:

kZ:OFHak z€C, Re(a)>0. (2.2)

2.2. Turunan Fractional Tipe Jumarie

Definisi 2.4. [1] Turunan fraksional Jumarie orde o dari fungsi f(t),t > 0 dengan
0 < a < 1, dinotasikan dengan D f(t), didefinisikan sebagai berikut:

t

D) = i | (=) () = 1) (23)
0

Beberapa sifat dari turunan fractional Jumarie diberikan berikut ini [4]:

(1) DEAS(@)] = AD[f(#)]-
(2) D[f(t) +9(t)] = D[ ()] + D*[g(2)].
3) Df)g(®)] = [D*f(D)] g(t) + FO)[Dg(2)]-

Dengan menggunakan persamaan (2.3), diperoleh turunan dari beberapa fungsi
berikut.

(1) D*(c) =0 -
@) D) = o e
(3) D*(Ea(M®)) = AEq (M

(4) D*( i

(5) D*(
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3. Pembahasan

Berikut ini diperlihatkan bagaimana turunan Jumarie digunakan untuk menyele-
saikan beberapa sistem persamaan diferensial fraksional linier orde a.

D% = ax + by,

D%y = cx + dy. (3.1)

a, b, c dan d adalah konstanta dan D® adalah turunan fractional tipe Jumarie orde
a dengan 0 < a < 1.
Dari persamaan (3.1) diperoleh:

(D* —a)z — by =0, (3.2)
—cx+ (D —d)y = 0.
Penggunaan (3.2) dan pengoperasian (3.3) dengan (D® — a) menghasilkan:
—c(D* —a)x + (D — a)(D* —d)y = 0,
—cby + (D* — a)(D* —d)y =0,
D**y — (a+ d)(D*y) + (ad — bc)y = 0. (3.4)
Persamaan (3.4) adalah persamaan diferensial fractional linear orde 2a.

Teorema 3.1. [2] Jika (a + d)? — 4(ad — bc) > 0, maka solusi dari (3.1) adalah

z = A1 Eq(MtY) + B1Eq(Aat®)

y = AsEy(MtY) + BaEo(Aat®) (3.5)
dimana As dan Bs adalah konstanta sebarang dan Ay = M dan By =

Ba(A2—d)
—— -

Bukti. Turunan fractional ke o dari persamaan kedua (3.5) adalah
Day = Ag)\lEa()\lta) + BQ)\QEQ()\Qta). (36)
Pengurangan (3.6) dengan A1y diperoleh sebagai berikut:
D% — Ay = AsA1 Eo(Mt?) + BaAa B (A2t®) — A1y,
= Ag)\lEa(/\lta) + BQ}\QE@()\Qta) — /\1(A2Ea(>\1ta) + BQEQ(Azta))7
= Ba(Aa — A1) Eq(Aat®). (3.7)
Turunan ke « dari (3.7) adalah:
D*(D* = My) = D*(Ba2(A2 — A1) Ea(Aat?)), (3.8)
D2ay — /\1Day = BQ)\Q()\Q — Al)Ea(AQtQ).
Dengan mensubstitusi (3.7) ke persamaan (3.9) diperoleh:
Dy — X\ D% = Xa(D% — M1y),
= A D% — A1 A2y,
D**y — (a+d)D*y + (ad — be)y = 0. (3.10)
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Persamaan (3.10) menunjukkan bahwa persamaan kedua (3.5) adalah solusi dari
persamaan (3.4). Untuk mendapatkan solusi « dari persamaan (3.1), substitusi per-
samaan kedua dari (3.5) ke persamaan kedua dari (3.1), yaitu

D% =cx+dy
DY[A3Eq(MtY) + BaEo(Aat®)] = cx + d(AE4 (A1tY) + BaEy (Aat®)),
cx = [Aa A Eq(A1t%) + Bado Ey(Aat®)] — d(A2Eq (At%Y) + BaEy(Aat®)),
cx = As(\ — d)Eq(Mt%) + Ba(Aa — d) By (Aat®).

atau dapat ditulis:

= %[Azul — d)Eo(Mt®) + Ba(Ay — d)Eq (Aat®)],

= A1 E,(Mt%) + B1E4(A2t®), dimana
A — As(A — d); B, — By(Ay — d).

C C

O

Teorema 3.2. [2] Jika (a + d)? — 4(ad — be) = 0, maka solusi dari (5.1) adalah:

T = (Alta + AQ)EQ()\ta),
y = (Bit” + B2)Ea(AL?). (3.11)

dimana By dan Bs adalah konstanta sebarang dan Ay = ————, Ay =
I'l+a)B1 + (A —d)Bs
- )

Bukti. Turunan fractional ke o dari persamaan kedua (3.11) adalah:
D =T(1+ a)B1E4(AtY) 4+ (B1t® + Ba)AE4 (AtY). (3.12)
Pengurangan (3.12) dengan Ay, memberikan:
D% — Ay =T(1 4 «a)B1 Eo(At%) 4+ (B1t* 4+ Ba) AE4(AtY)
— AM(B1t™ + B)Eq(At?Y)),
=T(1+ a)B1E,(AtY). (3.13)
Turunan ke o dari (3.13) adalah:
D*(Dy — Ag) = D(T(1 + @) By Ea (M2)),
D?**y — AD%y = A\['(1 4+ a) B E,(\t%),
= AND% — \y),
D?%y — AD%y = AD%y — \%y,
Dy — 2AD%y + N2y = 0,
1
D**y — (a+d)D%y + Z(a +d)*y = 0. (3.14)

Persamaan (3.14) menunjukkan bahwa persamaan kedua (3.11) adalah solusi dari
persamaan (3.4). Untuk mendapatkan solusi « dari persamaan (3.1), substitusi per-
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samaan kedua dari (3.11) ke persamaan kedua dari (3.1), menghasilkan:

D%y = cx + dy,
D[(B1t® + Ba)Ea(M®)] = ez + d[(Brt® + By)Ea( M%),
F(l + O()BlEa()\tOé) + (Blta + BQ)/\EG(/\ta) =cxr + d[(Blta + BQ)EQ(/\ta)].

cx = (14 &) B1Ea(At®) + (A — d)[(B1t® + B)EL(At%)],
T = 1[1“(1 + a)B1Eo (M) + (A — d)[(B1t* + Ba)Eo(Mt%)],

- %[m +0)B1Ea (M) + (A = d)[(B1t* Ea (M) + (A — d) Bo Ea (M%),

- %[(/\ — (Bt Ea(M®) + [O(1 + @) By + (A — d)Ba] Ea (M),

= %()\ — d)[(BltaEa(Ata) =+ [F(l —|— O()Bl —+ (/\ — d)B2]Ea()\ta)]’

= A1tYEo (AtY) + A3 E, (M%),

= (Aut" + A Ea M), (5,15
dimana A4, = A=DB1 DA+ a)Bi+(A=d)B; )

C

Teorema 3.3. [2] Jika (a —d)? —4(ad —bc) < 0 dan Ay = p+ig, \a = p—iq, maka
solusi dari (3.1) adalah:

x = Eo(pt®)[Mj cos (bt®) + N, sin, (qt%)]

y = Eqo(pt™)[ Mz coss (qt®) + Na sing (qt®)] (3.16)

dimana My dan No adalah konstanta sebarang dan:

—d _
M, = <p> My + IN,, dan Ny = <> Ny — I,
C C C C

Bukti. Turunan fractional ke o dari persamaan kedua (3.16) adalah:

D%y = pE4(pt®) [M3 cosa(gt®) + Nasing (¢t)],
+ Eo(pt®) [— Magsing (qt®) + Nagcos, (qt®)] . (3.17)
Pengurangan (3.17) dengan py, memberikan:
D%y — py = pEqa(pt”) [Mz cosa(qt”) + Nz sina (qt”)]
+ E,(pt®) [— Magsing (qt®) + Nagcos, (gt®)]
— p (Ea(pt®) [M2 cosa(qt™) + Na sing (qt)])
= E,(pt™)[—Magsing (qt) + Nagcos, (qt®)]. (3.18)
Turunan ke « dari (3.18) adalah:
D*(D%y — py) = D*(Ea(pt®)[~Magsing (qt%) + Nageosa (qt™)]),
D**y — pD®y = pEa(pt®) [~ Magsin (qt*) + Nagcosa (qt®)]
+ Eo(pt®) [~ M2qPcosa (qt®) — Nag’sing (qt®)] . (3.19)
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Dengan mensubstitusi persamaan (3.18) dan persamaan (3.16) ke (3.19) diperoleh

D*y — pD™y = p(D™y — py)) — ¢*y. (3.20)
Persamaan (3.20) menjadi
D**y —2pD%y + (p* + ¢*)y = 0. (3.21)

Persamaan (3.21) menunjukkan bahwa persamaan kedua (3.3) adalah solusi dari
persamaan (3.4). Untuk mendapatkan solusi x dari persamaan (3.1), substitusi per-
samaan kedua dari (3.16) ke persamaan kedua dari (3.1), menghasilkan:

D% = cx + dy,
DB (pt®)[Mz cosa (qt™) + Na sing (qt®)] = cx + d[Eo (pt®)[Ma cosy (qt®) + No sing ()],

<> pE,(pt®) [M3 cosa (qt®) + Nasing (qt)] + Eq(pt®)[—Magsing (¢t) + Nagcos, (¢t™)] =,

cx + d[Eq (pt®)[Ma cosy (qt® + Na sing (qt*))]]
> cx = (p— d)[Ea(pt®)[Mz cosa(qt™) + Nasina(qt®)]] + [Ea (pt®[—Magsing (qt%) + Nagcosa (qt”)]]
= z= %((p — d)([Ea(pt®)[Mz cosa(qt®) + Nasing (¢t)]] + [Ea(pt®[—Magsina (¢t%) + Nageosa(qt*)]])

—d
(pi) [M2 cosq (qt™) + Nz sing (qt™)] +

(p—4d)

= [Ea(pt™)]( [~ Mysing (qt®) 4 Nacosa (qt)]),

IR ol

= [Eq(pt)]( [M3 cosq (qt™) + Na sing (qt)] +
= [E4(pt®)] [M; cosq (qt) + Ny sing (gt®)] .

[Nacosq (qt®) — Masing (¢t)]),

dimana My = (254) Mz + 1N dan Ny = (E54) Ny — 904,

4. Kesimpulan

Turunan tipe Jumarie adalah salah satu metode yang dapat menyelesaikan beberapa
sistem persamaan diferensial fraksional linier dengan orde a.
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