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Abstrak. Misalkan H adalah graf tak terhubung dan c adalah pewarnaan-k titik pada

H yang menginduksi partisi Π = {C1, C2, · · · , Ck} dari V (H). Kode warna dari titik
v ∈ V (G) adalah (d(v, C1), d(v, C2), · · · , d(v, Ck)) dengan d(v, Ci) = min{d(v, x)|x ∈
Ci} dan d(v, Ci) < ∞ untuk 1 ≤ i ≤ k. Pewarnaan c dikatakan pewarnaan k-lokasi

jika semua kode warna dari semua titik di H berbeda. Bilangan kromatik lokasi dari
graf tak terhubung H yang dinotasikan sebagai χ

′
L(H), adalah bilangan bulat terkecil k

sedemikian sehingga H mempunyai k-pewarnaan lokasi. Pada tulisan ini akan dibahas

bilangan kromatik lokasi graf tak tehubung dengan graf lintasan dan lima graf bintang
ganda sebagai komponen-komponennya.

Kata Kunci : Bilangan Kromatik Lokasi, Graf tak Terhubung, Graf Lintasan, Graf Bin-

tang Ganda

1. Pendahuluan

Bilangan kromatik lokasi pertama kali diperkenalkan oleh Chartand dkk (2002) [4].

Konsep ini merupakan perpaduan konsep pewarnaan titik suatu graf dan konsep

dimensi partisi suatu graf. Pewarnaan titik suatu graf adalah pemberian warna ke

semua titik-titik pada suatu graf dengan ketentuan setiap titik yang bertetangga

memiliki warna yang berbeda. Banyaknya warna minimum yang digunakan untuk

pewarnaan titik pada suatu graf disebut bilangan kromatik lokasi yang dinotasikan

dengan χL(G).

Berdasarkan penelitian Welyyanti dkk. pada tahun 2014 [6], menghasilkan suatu

teori tentang perluasan pengertian bilangan kromatik lokasi suatu graf yang dapat

diaplikasikan pada semua jenis graf termasuk pada graf tak terhubung dengan graf

lintasan dan graf bintang ganda sebagai komponen-komponennya.

∗penulis korespondensi
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2. Landasan Teori

2.1. Definisi dan Terminologi dalam Teori Graf

Graf lintasan Pn adalah graf dengan n titik dan n − 1 sisi, dengan titik-titiknya

adalah v1, v2, · · · , vn dan sisi-sisinya adalah v1v2, v2v3, · · · , vn−1vn. Graf bintang

Sn adalah graf dengan n + 1 titik dimana ada tepat satu titik berderajat n yang

disebut titik pusat dan n titik lainnya berderajat satu yang disebut daun. Graf

bintang ganda Sm,n didefinisikan sebagai graf yang dibangun oleh graf bintang Sm

dan graf bintang Sn untuk m ≥ n ≥ 2 dengan graf bintang Sm dan graf bintang Sn

terhubung oleh sebuah sisi yang disebut jembatan dari titik pusat graf Sm ke titik

pusat graf Sn.

Dua graf G dan H dikatakan homogen jika V (G) = V (H), E(G) = E(H), dan

unsur-unsur pembentuk sisi dari graf G dan H tersebut sama.

Definisikan graf tak terhubung dengan graf lintasan dan graf bintang ganda

sebagai komponen-komponennya dinotasikan sebagai H = rPl

⋃
kSm,n adalah graf

yang dibangun oleh beberapa graf lintasan Pl yang homogen sebanyak r-komponen

dan beberapa graf bintang ganda Sm,n yang homogen sebanyak k-komponen dengan

r, k ≥ 1, l ≥ 3, dan m,n ≥ 2.

Gambar 1. Graf H = rPl
⋃
kSm,n untuk k ≥ 1, l ≥ 3 dan m,n ≥ 2

2.2. Bilangan Kromatik Lokasi

Misalkan c adalah suatu pewarnaan titik pada graf G dengan c(u) 6= c(v), un-

tuk u dan v yang bertetangga di G. Misalkan Ci adalah himpunan titik yang

diberi warna i, yang selanjutnya disebut kelas warna, maka Π = {C1, C2, · · · , Ck}
adalah himpunan yang terdiri dari kelas-kelas warna dari V (G). Kode warna cΠ(v)

dari v adalah k-pasang terurut (d(v, C1), d(v, C2), · · · , d(v, Ck)) dimana d(v, Ci) =

min{d(v, x)|x ∈ Ci}, untuk 1 ≤ i ≤ k. Titik v ∈ V (G) disebut titik dominan jika

d(v, Ci) = 1 untuk v /∈ Ci dan 0 untuk yang lainnya. Jika setiap titik di G memi-

liki kode warna yang berbeda, maka c disebut pewarnaan lokasi dari G. Banyaknya

warna minimum yang digunakan untuk pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik
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lokasi dari G dan dinotasikan dengan χL(G).

Chartrand dkk. [4] telah memberikan teorema dasar bilangan kromatik lokasi su-

atu graf. Teorema tersebut dijelaskan pada teorema-teorema di bawah ini. Definisi-

kan N(v) sebagai himpunan yang berisi semua titik yang menjadi tetangga v.

Teorema 2.1. [4] Misalkan c adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung G. Jika

u dan v adalah dua titik yang berbeda di G sedemikian sehingga d(u,w) = d(v, w)

untuk setiap w ∈ V (G) − {u, v}, maka c(u) 6= c(v). Secara khusus, jika u dan v

titik titik yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(u) 6= N(v), maka

c(u) 6= c(v).

Proposisi 2.2. Graf bintang ganda Sm,n untuk m ≥ n ≥ 2 memiliki bilangan

kromatik lokasi χL(Sm,n) = m+ 1.

Pada graf tak terhubung, definisikan bilangan kromatik lokasi dari graf tak

terhubung adalah sebagai berikut. Misalkan H adalah graf tak terhubung dan c

adalah pewarnaan-k titik pada H yang menginduksi partisi Π = {C1, C2, · · · , Ck}
dari V (H). Kode warna dari titik v ∈ V (G) adalah (d(v, C1), d(v, C2), · · · , d(v, Ck))

dengan d(v, Ci) = min{d(v, x)|x ∈ Ci} untuk 1 ≤ i ≤ k. Pewarnaan c dikatakan

pewarnaan k-lokasi jika semua kode warna dari semua titik di H berbeda. Bilangan

kromatik lokasi dari graf tak terhubung H yang dinotasikan sebagai χ
′

L(H), adalah

bilangan bulat terkecil k sedemikian sehingga H mempunyai k-pewarnaan lokasi.

Jika tidak ada nilai k yang memenuhi, maka χ
′

L(H) :=∞ [6].

Berikut adalah teorema yang berkaitan dengan bilangan kromatik-lokasi graf

tak terhubung yang diambil dari [6].

Teorema 2.3. [6] Untuk setiap i, misalkan Gi adalah graf terhubung dan misalkan

H =
m⋃
i=1

Gi. Jika χ
′
L(H) < ∞, maka q ≤ χ′L(H) ≤ r, dimana q = max{χL(Gi) :

i ∈ [1,m]} dan r = min{|V (Gi)| : i ∈ [1,m]}.

3. Pembahasan

Pada Teorema 3.1, dibahas tentang bilangan kromatik lokasi dari graf tak ter-

hubung dengan graf lintasan Pl dan lima graf bintang ganda Sm,n yang homogen,

dinotasikan Pl

⋃
5 Sm,n, l ≥ 3, dan m,n ≥ 2.

Teorema 3.1. Misalkan graf H = Pl

⋃
5 Sm,n, maka

χ
′

L(H) = m+ 1

{
untuk m = n ,m ≥ 10, dan l ≥ m+ 1,

untuk m > n ,m ≥ 5, dan l ≥ m+ 1.

Bukti. Misalkan graf 5Sm,n =
5⋃

i=1

Sm,n. Berdasarkan Proposisi 2.2 dan Teorema

2.3, diperoleh χ
′

L(5Sm,n) ≥ max{χL(Smi,ni
)|1 ≤ i ≤ 5} = m + 1. Karena graf H

dibangun oleh graf lintasan Pl dan graf 5Sm,n, maka nilai l ≥ m + 1, sehingga

χ
′

L(H) ≥ m+ 1.

Selanjutnya, akan ditentukan pewarnaan lokasi grafH, yang akan dibagi menjadi

beberapa kasus sebagai berikut.
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Kasus 1. Untuk m = n.

Definisikan suatu pewarnaan c : V (H) → {1, 2, · · · ,m + 1}, untuk 1 ≤ i ≤ m + 1,

1 ≤ j ≤ n+ 1, 1 ≤ k ≤ 5 dan m+ 2 ≤ t ≤ l, sehingga

c(xi) = i,

c(xt) =

{
m+ 1, t genap,

m, t ganjil.

c(v1mk
) = 2k − 1,

c(v2nk
) = 2k,

c(v1imk
) =

{
m+ 1, i = 2k − 1,

i, i 6= 2k − 1.

c(v2jnk
) =

{
m+ 1, j = 2k,

j, j 6= 2k.

Selanjutnya, Π = {S1, S2, · · · , Sm+1} adalah suatu partisi titik-titik pada graf H

dengan Si menyatakan kelas warna ke-i untuk 1 ≤ i ≤ m + 1. Setiap kode warna

titik yang berada di kelas warna yang sama pada graf Pl dibedakan oleh jarak ke

titik yang berada di kelas warna ke 1 dan setiap kode warna titik yang berada di

kelas warna yang sama pada komponen graf Sm,n dibedakan oleh jarak ke titik

yang merupakan titik dominan. Pada graf H, setiap kode warna titik yang berada

di kelas warna yang sama dibedakan oleh jarak ke titik yang bukan merupakan titik

dominan. Diperoleh χ
′

L(H) ≤ m+ 1. Hal ini dapat dilihat pada Gambar 2.

Gambar 2. Pewarnaan lokasi graf H = Pl
⋃

5Sm,n untuk m = n

Kasus 2. Untuk m > n.

Definisikan suatu pewarnaan c : V (H) → {1, 2, · · · ,m + 1}, untuk 1 ≤ i ≤ m + 1,
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1 ≤ j ≤ n+ 1, 1 ≤ k ≤ 5 dan m+ 2 ≤ t ≤ l, sehingga

c(xi) = i,

c(xt) =

{
m+ 1, t genap,

m, t ganjil.

c(v1mk
) = k,

c(v2nk
) =

{
k + 1, k 6= m+ 1,

1, k = m+ 1.

c(v1imk
) =

{
m+ 1, i = k,

i, i 6= k.

c(v2jnk
) =


j + 1, k = m,

m+ 1, j = c(v2nk
),

j, j 6= c(v2nk
).

Selanjutnya, Π = {S1, S2, · · · , Sm+1} adalah suatu partisi titik-titik pada graf H

dengan Si menyatakan kelas warna ke-i untuk 1 ≤ i ≤ m+ 1.

Setiap kode warna titik yang berada di kelas warna yang sama pada graf Pl

dibedakan oleh jarak ke titik yang berada di kelas warna ke 1 dan setiap kode warna

titik yang berada di kelas warna yang sama pada komponen graf Sm,n dibedakan

oleh jarak ke titik yang merupakan titik dominan. Pada graf H, setiap kode warna

titik yang berada di kelas warna yang sama dibedakan oleh jarak ke titik yang

bukan merupakan titik dominan. Sehingga diperoleh χ
′

L(H) ≤ m+ 1. Hal ini dapat

dilihat pada Gambar 3.

Gambar 3. Pewarnaan lokasi graf H = Pl
⋃

5Sm,n untuk m > n

Dari batas bawah dan batas atas yang diperoleh, terbukti χ
′

L(H) = m+1, untuk

m = n, maka m ≥ 10 dan untuk m > n, maka m ≥ 5, dan l ≥ m+ 1.

4. Kesimpulan

Pada makalah ini telah dibahas bilangan kromatik lokasi graf tak terhubung dengan

graf lintasan dan graf bintang ganda sebagai komponen-komponennya dengan hasil

bahwa graf H = Pl

⋃
5Sm,n merupakan graf tak terhubung dengan graf Pl dan

5-komponen graf bintang ganda Sm,n yang homogen. Bilangan kromatik lokasi graf
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H adalah χ
′

L(H) = m + 1, untuk m = n, maka m ≥ 10 dan untuk m > n, maka

m ≥ 5, dan l ≥ m+ 1.
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