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Abstrak. Misalkan terdapat graf G dengan p titik dan g sisi. Suatu pelabelan total (a, d)-
sisi anti ajaib pada graf G adalah suatu fungsi bijektif f : V(G)UE(G) — {1,2,--- ,p+q}
sedemikian sehingga himpunan bobot sisi untuk semua sisi di G, yang dinotasikan dengan
W = {w(zy)|lw(zy) = f(z) + f(zy) + f(y),zy € E(G)} dapat dituliskan sebagai W =
{a,a+d,a+2d, - ,a+ (¢ — 1)d}. Pada makalah ini akan dibahas tentang pelabelan
total (a, d)-sisi anti ajaib super pada graf tangga segitiga diperumum 7'ry,, untuk n > 2.

Kata Kunci: Pelabelan total sisi (a, d)-sisi ajaib super, graf tangga segitiga diperumum

1. Pendahuluan

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang sangat bermanfaat
untuk membantu menyelesaikan suatu permasalahan agar lebih mudah dimengerti
dan diselesaikan. Salah satu kajian yang terdapat di teori graf adalah mengenai
pelabelan, pelabelan merupakan suatu pemetaan satu-satu yang memetakan unsur
himpunan titik dan unsur himpunan sisi ke bilangan asli yang disebut label.

Dalam [1], pelabelan yang banyak dibahas adalah pelabelan titik (vertez la-
beling), pelabelan sisi (edge labeling), dan pelabelan total (total labeling). Dalam
pelabelan terdapat pelabelan (a,d)—anti ajaib, yaitu pelabelan dengan himpunan
bobot titik/bobot sisi yang membentuk barisan aritmatika dengan nilai awal a dan
nilai beda d. Permasalahan yang akan dibahas dalam tulisan ini adalah bagaimana
menentukan pelabelan total (a,d)—sisi anti ajaib super pada graf tangga segitiga
diperumum 7'r,, dengan n > 2, dan akan diberikan beberapa contoh untuk mem-
perjelas pelabelan total tersebut.

*penulis korespondensi
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2. Landasan Teori
2.1. Definisi dan Terminologi Graf

Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V(G), E(G)) dengan V(G)
himpunan tidak kosong yang elemen-elemennya dinamakan titik(vertez) dari G dan
E(G) merupakan pasangan-pasangan yang tak berurut dari titik yang disebut sisi
(edge) dari G. Umumnya himpunan titik dari graf G dinotasikan sebagai V(G) dan
himpunan sisi dari graf G dinotasikan sebagai F(G). Banyaknya titik pada graf G
dinotasikan dengan |V (G)|. Banyaknya sisi pada graf G dinotasikan dengan |E(G)|.
Jika suatu graf G memiliki banyak titik p dan banyak sisi ¢ maka dapat ditulis
V(G)] = p dan [E(G)| = g.

Graf poligon segitiga adalah suatu graf tangga yang diperoleh dari suatu pengu-
binan pada bidang menggunakan segitiga. Pada tulisan ini, dua segitiga dikatakan
terhubung jika kedua segitiga tersebut beririsan di satu sisi.

N N NN

1-graf poligon segitiga 2-graf poligon segitiga 3-graf poligon segitiga

Gambar 1. k-graf Poligon Segitiga,1 < k < 3.

Graf piramida Pr, adalah graf yang dibangun dari sejumlah 1-graf poligon segi-
tiga, 3-graf poligon segitiga, 5-graf poligon segitiga,- - -, (2n—5)-graf poligon segitiga
dan (2n — 3)-graf poligon segitiga [3]. Contoh graf tersebut diberikan pada Gambar
2. Graf tangga segitiga T'r, dikonstruksi dengan cara menambahkan satu titik v

Gambar 2. Graf Piramida Pr,, n=1,2,3.

(dinamakan titik utama), serta menambahkan sisi dari titik v ke v11,v19,+ , V1,
di graf piramida, untuk n > 2.
Dengan demikian diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari graf tangga
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segitiga adalah sebagai berikut:

V(Tr,) = {v}U{v;; |1 <i<n,1<j<n-—i+1} dan himpunan sisi
E(Tr,) = {vv; |1 <j<n}uU

{viviien |1 <i<n—-1,1<j<n—i}uU

{vijoign; [1<i<n—j,1<j<n—-1}U

{vijoanG-n [1<i<j-L2<j<n}

Berdasarkan bentuk umum di atas, dapat dilihat titik pada graf tangga segitiga
diperumum dinamakan titik v;; , dimana ¢ merupakan banyaknya tingkatan pada
graf dan j merupakan urutan titik pada setiap tingkatan yang sama pada graf. Pada
Gambar 3 diberikan ilustrasi untuk graf tangga segitiga yang diperumum 7', :

Gambar 3. Graf Tangga Segitiga diperumum 7T'r,.

2.2. Pelabelan Total (a,d)-Sisi Anti Ajaib Super

Berdasarkan [1], misalkan suatu graf G memiliki banyak titik p dan banyak sisi g,
suatu fungsi bijeksi f : V(G)UE(G) — {1,2,--- ,p+q} dikatakan sebagai pelabelan
total (a,d) sisi anti ajaib pada graf G jika himpunan bobot sisi untuk semua sisi di
G, W = {w(zy)|w(zy) = f(x) + fly) + f(zy),Vey € E(G)}, dapat ditulis sebagai
W ={a,a+d,a+2d, - ,a+ (¢—1)d} untuk suatu a > 0 dan d > 0 dengan suku
pertama a dan beda d. Pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib dari graf G dikatakan
super jika f(V)={1,2,--- ,p} dan f(E)={p+1,p+2,--- ,p+q} [1].
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3. PELABELAN TOTAL SISI ANTI AJAIB SUPER PADA
GRAF TANGGA SEGITIGA DIPERUMUM

Berikut adalah hasil terkait pelabelan total sisi anti ajaib super pada graf tangga
segitiga T'ry,, untuk n > 2.

Teorema 3.1. Misalkan terdapat graf tangga segitiga diperumum Tr, dengan n >
3. Jika Tr,, memiliki pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib super maka d € {0,1,2}
untuk n =2 dan d € {0,1} untuk n > 3.

Bukti. Misalkan G = T'r, untuk n > 2. Banyak titik dan banyak sisi dari graf G
1 3(n—1

adalah |[V(G)| =1+ (n+1n dan |E(G)| =n+ M Berdasarkan banyak

titik dan banyak sisi dari graf G tersebut dapat didefinisikan pelabelan sisi anti

ajaib super pada graf G adalah f : V(G) U E(G) — {1,2,---,2n% + 1} un-

1
tuk f(V(G)) = {1,2,---,1+ W} merupakan label titik pada graf G dan
(n+1)n (n+1)n

f(E@G)) ={ 5 + 2, 5 +3,--+,2n% + 1} merupakan label sisi pada
graf G. Selanjutnya akan ditentukan nilai beda dari bobot sisi d sehingga himpunan
bobot sisi

W =A{w(zy)|lw(zy) = f(2) + f(y) + f(zy), vy € E(G)}

dapat dinyatakan sebagai suku-suku pada barisan aritmatika yang terbentuk dengan
bobot sisi minimum a dan beda d, yaitu:

W ={a,a+d,a+2d,--- ,a+<n+3(n;1)nl>d}.

Perhatikan bahwa untuk bobot sisi minimum yang mungkin pada pelabelan f

adalah
1
@ t5<a

dan untuk bobot sisi maksimum yang mungkin pada pelabelan f adalah

3(n—1)n

5 —1)d <3n*+n+2,

a+ (n+

sehingga diperoleh

(n+1)n
2

3(n—1)n

+ 5+ (n+ —1)d <3n*+n+2,

(n+1)n

S DA <30 b2

-5,
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Perhatikan bahwa, untuk n = 2 berlaku

10+1-3
- 6-1-1"
<2.

Sedangkan untuk n > 3 berlaku

1
-n*+-n-3
I 5—1—
§n2—§n—1

Diperoleh bahwa apabila graf G memiliki pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super
maka d € {0,1,2} untuk n =2 dan d € {0,1} untuk n > 3. |

Teorema 3.2. Misalkan terdapat graf tangga segitiga diperumum Try. Maka Tro
mempunyai pelabelan total (a,0)-sisi anti ajaib super, (a,1)-sisi anti ajaib super,
dan (a,2)-sisi anti ajaib super.

Bukti. Misalkan terdapat graf segitiga diperumum 7'r. Banyak titik dan sisi dari
graf tersebut adalah |V (Tr3)| =4 dan |E(Tr3)| = 5. Akan ditunjukkan bahwa ter-
dapat pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib super pada graf T'ry dengan d = {0, 1,2}.
Pandang beberapa kasus berikut.

Kasus 1. Akan ditunjukkan bahwa terdapat pelabelan total (a,0)-sisi anti ajaib
super pada graf tangga segitiga diperumum 7'r5.

Didefinisikan f : V/(T're) U E(Try) — {1,2,3,---,9} sedemikian sehingga

flv) =1, f(ovnn) =9,
floin) =2, floviz) =8,
fvi2) =3, f(vnviz) =7,
f(v21) =4, f(vi1v21) = 6,
f(vigva1) = 5.

Maka bobot sisi

w(vvir) = f(v) + fvn) + flovnn) =1+249 =12,

w(vviz) = f(v) + f(vi2) + fvvie) =143 +8 =12,
w(vviz) = f(vi) + f(viz) + f(vnvie) =2+ 347 =12,
w(viiver) = f(vi1) + f(va1) + f(vi1v21) =2+ 446 =12,
w(vigver) = f(viz) + f(va1) + f(vigve1) =3 +4+ 5 =12.

Diperoleh bahwa graf T'ro memiliki pelabelan total (a, 0)-sisi anti ajaib super dengan
a=12.

Kasus 2. Akan ditunjukkan bahwa terdapat pelabelan total (a,1)-sisi anti ajaib
super pada graf tangga segitiga diperumum 7'rs.
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Didefinisikan f : V(Trs) U E(Trs) — {1,2,3,---,9} sedemikian sehingga:

flo)=1, flvvnn) =17,
flvi) =2, f(oviz) =9,
f(vi2) =3, f(vi1vi2) =6,
f(v21) =4, f(vi1v21) =8,
f(vi2ve1) =5

Maka bobot sisi

w(vvir) = f(v) + f(vr) + flovn) =1+ 247 =10,
w(viiviz) = f(vin) + f(viz) + f(viivi2) =2+ 3+ 6 = 11,
w(vigv21) = f(viz) + f(v21) + f(vigver) =3 +4 +5 = 12,

w(vvin) = f(v) + f(viz) + flove) =1+ 349 =13,
w(viiver) = f(vi1) + f(var) + f(vnivz) =2 +4+8 = 14.

Diperoleh bahwa W = {10,11,12,13,14}, sehingga graf Tro memiliki pelabelan
total (a, 1)-sisi anti ajaib super dengan a = 10.

Kasus 3 : Akan ditunjukkan bahwa terdapat pelabelan total (a,2)-sisi anti ajaib
super pada graf tangga segitiga diperumum 7'r5.

Didefinisikan f : V(Tre) U E(Tra) — {1,2,3,---,9} sedemikian sehingga

f) =1, flvviz) =6,
flvi1) =2, f(vi1v12) =7,
f(vi2) =3, f(vi1ve1) =8,
f(va1) =4, f(vizva1) =9,
flovy) =5.
Maka bobot sisi
w(vvnr) = f(v) + f(vir) + flov) =1+245=38,
w(vvia) = f(v) + f(viz) + flvve) =1+ 346 = 10,
w(viiviz) = f(vir) + f(vi2) + f(viivi2) =24+ 347 =12,
w(vi1v21) = f(vi1) + f(v21) + f(viiver) =2 +4 + 8 = 14,
w(vigva1) = f(vi2) + f(v21) + f(vi2ve1) =3+ 4+ 9 = 16.

Diperoleh bahwa W = {8, 10,12, 14, 16}, sehingga graf T'ro memiliki pelabelan total
(a,2)-sisi anti ajaib super dengan a = 8. O

Teorema 3.3. Misalkan terdapat graf tangga segitiga diperumum Tr, untuk n > 2.
Maka graf Tr,, tidak memiliki pelabelan total (a,0)-sisi anti ajaib super.

Bukti. Misalkan T'r, adalah graf tangga segitiga diperumum untuk n > 2. Banyak
1
titik dan banyak sisi dari graf T'r,, adalah |V (T'r,)| =1+ w dan |E(Try,)| =



336 Rizki Reforman dkk
- 3(n—1)n
super untuk n > 2, maka tidak terdapat sisi yang memiliki bobot yang sama. Akan
dibuktikan bahwa graf T'r,, memuat minimal dua sisi dengan bobot yang sama,
yaitu dengan menggunakan prinsip sangkar burung. Pertama-tama, akan diberikan
label kepada titik-titik di T'r,. Perhatikan uraian berikut.

1+w <1+ (n—;l)n) ((n—;l)n) <(n—;1)n_1>!
< 2 >: 2!<("+21)”1>! |
" n+1 >((n+21)n>

. Andaikan graf T'r,, memiliki pelabelan total (a,0)-sisi anti ajaib

2n? +2n—|—n + 2n3 +n2>

)

n* 4+ 2n3 —|—3n —|—2n>

1+
-
(5
<2n—|—1 n+ (n+1)>2n 2>7
-(
~
~

2 3 2
”+”+”+). (3.1)
Untuk banyaknya sisi di T'r,,, perhatikan uraian berikut,
n 3n—1n  2n+3(n—1)n
2 2 ’
_4(2n+3(n—1)n)
= 2 ,
_ 4(3n* —n)
S
- 12n? — 4n
=5
12n — 4
= . 3.2
: (32)
Dari persamaan (3.1) dan persamaan (3.2), jelas bahwa untuk n > 2 berlaku
34202 +3 2 12n — 4
<n + n8—|— n+ ) - n8 . (3.3)

Dari persamaan (3.3), diperoleh bahwa (|V(€rn)\) > |E(Tr,)|. Berdasarkan prin-
sip sangkar burung merpati, akan terdapat minimal 2 sisi dengan bobot sisi pada
pelabelan titik tersebut yang sama. Dapat disimpulkan bahwa graf tangga segitiga
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diperumum 7'r,, tidak memiliki pelabelan total (a,0)-sisi anti ajaib super untuk
n > 2. O

Teorema 3.4. Misalkan terdapat graf tangga segitiga diperumum Tr, untuk n = 2
dan 3. Maka Try, memiliki pelabelan total (a,1)-sisi anti ajaib super.

Bukti. Misalkan G adalah graf segitiga diperumum 7'r,, dengan n = 2 dann = 3.
Banyak titik dan sisi dari graf tersebut disimbolkan dengan |V (G)| dan |E(G)|.
Akan ditunjukkan bahwa terdapat pelabelan total (a, 1)-sisi anti ajaib super pada
graf T'r, dengan n = 2 dan 3. Pandang beberapa kasus berikut.
Kasus 1 : Misalkan G; adalah graf segitiga diperumum 7Try. Akan ditunjukkan
pelabelan total (a, 1)-sisi anti ajaib super pada graf Trs.

Dalam Teorema 3.2. sudah diperlihatkan bukti pelabelan total (a,1)-sisi anti
ajaib super pada graf T'rs.

Kasus 2 : Misalkan G, adalah graf segitiga diperumum 7T'r3. Akan ditunjukkan
pelabelan total (a, 1)-sisi anti ajaib super pada graf Trs.

Banyak titik dan sisi dari graf tersebut adalah |V(G2)| = 7 dan |E(G2)| = 12.
Didefinisikan f : V(G2) U E(G2) — {1,2,3,---,19} sedemikian sehingga

flo) =), flvu) =(2),
f(vi2) = (4), f(viz) = (3),
f(v21) = (5), f(v22) = (6),
f(us1) = (7), f(ovnr) = (19),
floviz) = (11), f(ovis) = (14),
flunviz) = (17), f(vizviz) = (10),
f(vi1va1) = (12), f(vigva1) = (18),
f(vi2vaz) = (16), f(vizvae) = (15),
9), fl(va1va1) = (13),
).

w(vvry) = f(v) + f(vn) + fovv) =1+ 2+ 19 = 22,

w(vviz) = f(v) + f(v12) + f(vvie) =1+ 4+ 11 = 16,

w(vvig) = f(v) + f(viz) + flovis) =143 +14 =18,
w(viiviz) = f(vir) + f(vi2) + f(viivie) =2+ 4+ 17 = 23,
w(vizv13) = f(vi2) + f(v1z) + f(vi2viz) =4+ 3 +10 = 17,
w(v11v21) = f(vi1) + f(va1) + f(v11ve1) =2+ 5+ 12 = 19,
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w(vigve1) = f(vi2) + f(v21) + f(vigva1) = 4+ 54 18 = 27,
w(vi2v22) = f(vi2) + f(v2e) + f(v12v22) = 4+ 6 + 16 = 26,
w(visvez) = f(vi3) + f(v22) + f(vigva2) = 346 4 15 = 24,
w(va1v22) = f(va1) + f(v22) + f(v21v22) =5+ 6 + 9 = 20,
w(va1vs1) = f(var) + f(vs1) + f(va1vs1) =5+ 7+ 13 = 25,
w(vaov31) = f(vaz) + f(va1) + f(vagvs1) =6+ 7+ 8 = 21.

Berdasarkan uraian diatas diperoleh bahwa
W ={16,17,18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27},

sehingga graf G2 memiliki pelabelan total (16, 1)-sisi anti ajaib super. |

4. Kesimpulan

Graf tangga segitiga diperumum 77, untuk d € {0,1,2} dengan n = 2 dan
d € {0,1} dengan n > 3, mempunyai pelabelan total (a,d)-sisi anti ajaib super.
Selanjutnya, graf T'ro mempunyai pelabelan total (a,0)-sisi anti ajaib super, (a, 1)-
sisi anti ajaib super, dan (a,2)-sisi anti ajaib super. Sementara untuk n > 2, Tr,
tidak memiliki pelabelan total (a, 0)-sisi anti ajaib super. Dalam penelitian ini juga
diperoleh bahwa untuk n = 2 dan n = 3, graf T'r,, memiliki pelabelan total (a, 1)-sisi
anti ajaib super.
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