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Abstrak. Himpunan kompak adalah suatu himpunan yang setiap selimut bukanya
memiliki subselimut berhingga. Pendefinisian ruang metrik fuzzy dapat menggunakan
pendefinisian oleh George dan Veeramani, yaitu dengan menggunakan bantuan norm-t
kontinu. Pada tulisan ini ditunjukkan pendefinisian dan sifat himpunan kompak pada
ruang metrik fuzzy serta hubungan himpunan kompak dan barisan pada ruang metrik

fuzzy.

Kata Kunci: Subselimut Berhingga, Himpunan Kompak, Ruang Metrik Fuzzy, Norm-t
Kontinu, Selimut Buka

1. Pendahuluan

Himpunan fuzzy (himpunan kabur) diperkenalkan oleh Zadeh [7] pada tahun
1965. Teori ini dikembangkan dengan tujuan untuk menyelesaikan permasalahan
yang mengandung ketidakpastian, seperti pengambilan keputusan. Himpunan fuzzy
merupakan suatu himpunan yang memiliki nilai keanggotaan pada selang [0,1]. Ni-
lai keanggotaan pada himpunan fuzzy menunjukkan tingkat kekaburan dari suatu
objek.

Sekarang ini banyak matematikawan yang mempelajari teori matematika lain
yang dipadukan dengan teori himpunan fuzzy, salah satunya adalah konsep ru-
ang metrik yang menghasilkan ruang metrik fuzzy. Pada tahun 1994, George dan
Veeramani mendefinisikan ruang metrik fuzzy dengan menggunakan bantuan norm-
t kontinu. Selanjutnya, banyak matematikawan menggunakan pendefinisian terse-
but dalam mempelajari dan membahas konsep ruang metrik fuzzy. Pembahasan
mengenai ruang metrik fuzzy dan sifat-sifatnya banyak dilakukan. Pada artikel ini
akan dibahas kembali mengenai himpunan kompak di ruang metrik fuzzy yang telah
dikaji oleh Al-Mayahi dan kawan-kawan [5].

*penulis korespondensi
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2. Landasan Teori
2.1. Himpunan Fuzzy

Pada konsep himpunan fuzzy, suatu himpunan dikaitkan dengan suatu fungsi (fungsi
keanggotaan) yang menyatakan derajat kesesuaian antara unsur-unsur pada him-
punan tersebut dengan suatu ketentuan yang menjadi syarat keanggotaan dari him-
punan tersebut.

Definisi 2.1. [7] Misalkan X adalah himpunan objek-objek, maka suatu Himpunan
FPuzzy F atas himpunan X didefinisikan sebagai:

F={(z, u(x))|z € X}

dimana p: X — [0,1] disebut fungsi keanggotaan F atas X.

2.2. Ruang Metrik Fuzzy

Definisi 2.2. [4] Suatu operasi biner  : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] disebut norm-t apabila
kondisi berikut dipenuhi:

(1) * bersifat asosiatif dan komutatif;
(2) ax1=a untuk setiap a € [0,1];
(3) Jika a < c¢ dan b < d maka axb < cxd, untuk setiap a,b,c,d € [0,1].

Selanjutnya * adalah norm-t kontinu jika * kontinu.

Contoh 2.3. [4] Didefinisikan suatu operasi biner = : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] dengan
a*b = a.b untuk setiap a,b € [0,1]. Dapat dibuktikan bahwa operasi * tersebut
merupakan norm-t kontinu.

Definisi 2.4. [6] Misalkan X adalah suatu himpunan tak kosong, * adalah suatu
norm-t kontinu, dan M adalah suatu himpunan fuzzy pada X x X x (0, 00). (X, M, *)
dikatakan suatu ruang metrik fuzzy apabila untuk setiap x,y,z € X dan s,t € (0,00)
berlaku kondisi berikut:

(1) M(z,y,t) > 0;
(2) M(I,y,t)zléx:y;
(3) M(z,y,t) = M(y,x,t);

(4) M(z,y,t) « M(y,z,s) < M(z,z,t + 5);
(5) Fungsi M(z,y,-): (0,00) — [0, 1] kontinu.

Jika (X, M, ) adalah ruang metrik fuzzy, maka (M,*) disebul suatu merik fuzzy
di X. Jika M adalah suatu himpunan fuzzy pada X x X x [0,00) maka kondisi (1)
menjadi M (z,y,0) = 0.

Contoh 2.5. [3] Misalkan X = N dan norm-t kontinu diberikan pada Contoh 2.3.
Misalkan M adalah fungsi keanggotaan pada X x X x (0,00) yang didefinisikan
sebagai:

, jikax <y
M(z,y,t) =

SERSSHRS]

, jika x <.
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untuk setiap z,y € X dan t > 0. Maka (X, M, %) adalah ruang metrik fuzzy.

Definisi 2.6. [6] Misalkan (X, M, *) adalah ruang metrik fuzzy dan misalkan r €
(0,1),t > 0 dan x € X. Himpunan By (z,r,t) = {y € X|M(x,y,t) > 1—r} disebut
bola buka dengan pusat x dan jari-jari r dengan mempertimbangkan t.

Definisi 2.7. [3] Suatu subhimpunan A dari ruang metrik fuzzy dikatakan buka
bila untuk setiap titik a € A, terdapat v € (0,1) dan t > 0 sedemikian sehingga
BM(a,r, t) g A.

Teorema 2.8. [3] Pada ruang metrik fuzzy setiap bola buka adalah himpunan buka.

Bukti. Perhatikan bola buka Bps(z,r,t). Misalkan y € Bp(z,7,t) maka
M(z,y,t) > 1 —r. Karena M(z,y,t) > 1 — r, menurut pernyataan Maggie Aphane
dalam [3] bahwa jika dimisalkan (X, M, %) adalah ruang metrik fuzzy dan z,y € X,
t > 0danr € (0,1), maka bila mana M (z,y,t) > 1—r, terdapat to dengan 0 < ¢ty < t
sedemikian sehingga M (z,y,t0) > 1 —r. Misalkan M (x,y,to) = ro makarg > 1—r.
Akibatnya terdapat 1 € (0,1) sedemikian sehingga 19 > 1 —r; > 1 —r. Perhatikan
bahwa untuk r¢o > 1 — ry terdapat ro € (0,1) sedemikian sehingga rg * 19 > 1 — 7.

Diberikan bola buka B(y,1 — ra,t — tg) dan z € B(y,1 — ra,t — ty), maka
M(y,z,t — tg) > r2. Dengan menggunakan kondisi 4 pada Definisi 2.4, diperoleh
M(z,z,t) > 1 —ry. Karena 1 —r; > 1 — r, maka diperoleh M(z,z,t) > 1 —r
sehingga z € B(x,r,t). Oleh karena itu, B(y,1 —r1,t — t9) C B(x,r,t). O

Definisi 2.9. [1] Suatu barisan X = (x,) di R dikatakan konvergen ke x € R, atau
x dikatakan limit dari (x,,), jika untuk setiap € > 0 terdapat bilangan asli K (¢)
sedemikian sehingga untuk setiap n > K(g), berlaku |z, — x| < €.

Definisi 2.10. [5] Misalkan (X, M,*) adalah ruang metrik fuzzy, maka barisan
(xn) di X dikatakan konvergen ke x di X jika untuk setiap v € (0,1) dan untuk
setiap t > 0, terdapat k € Z* sehingga M (xy,, x,t) > 1 —r untuk semuan > k (atau
ekuivalen dengan

lim M(z,,z,t) = 1.
n— oo
1
Contoh 2.11. Dari Contoh 2.5 dan dengan X = R, maka barisan (1 — —), untuk
n
n =1,2,--- adalah barisan konvergen di (X, M, x).

Definisi 2.12. [5] Misalkan (X, M,*) adalah ruang metrik fuzzy, maka barisan
(xn) di X dikatakan barisan Cauchy jika untuk setiap r € (0,1) dan untuk setiap
t > 0, terdapat k € Z" sehingga M (xp, Tm,t) > 1 —r untuk semua n,m >k (atau
ekuivalen dengan
lim M (xp, Tm,t) = 1.
n,m—00
Definisi 2.13. [5] Misalkan (X, M, x) adalah suatu ruang metrik fuzzy. Suatu sub-
himpunan A dari X dikatakan tertutup jika setiap barisan (x,) di A konvergen ke
x dimana © € A.
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Definisi 2.14. [5] Misalkan (X, M,*) adalah ruang metrik fuzzy. Suatu subhim-
punan A dari X dikatakan terbatas jika terdapat t > 0 dan 0 < r < 1 sehingga
M(z,y,t) > 1 —r, untuk setiap x,y € A.

Definisi 2.15. [5] Misalkan (X, M,*) dan (Y, M,x) adalah ruang metrik fuzzy.
Fungsi f : X — Y dikatakan kontinu di xo € X jika untuk setiap r € (0,1) dan
t > 0 terdapat r1 € (0,1) dan s > 0 sehingga untuk setiap x € X, bila mana
M(z,z9,8) >1—r1 maka M(f(z), f(zo),t) >1—1.

2.3. Himpunan Kompak

Definisi 2.16. [1] Misalkan A adalah subhimpunan dari R. Suatu selimut buka
dari A adalah koleksi G = {Go} dari himpunan buka di R (dengan G, meru-
pakan himpunan buka) yang gabungannya memuat A, yaitu A C |J, Ga. Jika G’
adalah subkoleksi himpunan-himpunan dari G sehingga gabungan dari himpunan-
himpunan di G' juga memuat A, maka G' disebut subselimut dari G. Jika G' terdiri
dari himpunan-himpunan berhingga, maka G' disebut subselimut berhingga di G.

Contoh 2.17. [1] Jika A = [1, 00), maka koleksi G = {(n—1,n+1) : n € N} adalah
selimut buka di A.

Definisi 2.18. [1] Suatu subhimpunan K dari X dikatakan kompak jika setiap se-
limut buka di K memiliki subselimut berhingga.

Contoh 2.19. [1] Misalkan K = {z1, 2, - ,2,} merupakan suatu subhimpunan
berhingga di R. Jika G = {G,} adalah sebuah selimut buka di K, maka un-
tuk setiap x; terdapat pada beberapa himpunan G,, di G. Selanjutnya, gabun-
gan dari himpunan-himpunan di koleksi {Gq,, Ga,,- -+, Ga, } mengandung K se-
hingga gabungan himpunan-himpunan tersebut adalah subselimut berhingga dari
G. Karena G sebarang, maka himpunan berhingga K adalah kompak.

Definisi 2.20. [2] Suatu subhimpunan A dari R™ adalah kompak jika setiap barisan
(ar)52, di A memiliki subbarisan konvergen (ay,)52, dengan limit

a = lim ag,
i—00

di A.
Contoh 2.21. [2] Ambil suatu himpunan [0, 1]. Barisan 1, %, é, .-+ berada pada
himpunan dan konvergen ke 0, yang mana 0 termasuk ke dalam himpunan
[0,1]. Karena setiap subbarisan juga akan konvergen ke 0, maka subbarisan dari
1, 33 konvergen ke anggota himpunan [0,1]. Jadi himpunan ini adalah kom-
pak.

3. Pembahasan

Definisi 3.1. [5] Misalkan (X, M, %) suatu ruang metrik fuzzy dan A C X. Him-
punan A dikatakan himpunan kompak jika setiap selimut buka memiliki subselimut
berhingga.
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Misalkan (X, M, ) adalah suatu ruang metrik fuzzy dan X adalah himpunan
kompak, dapat dikatakan bahwa (X, M, %) adalah suatu ruang metrik fuzzy kompak.

Contoh 3.2. Misalkan A = {z1,22,---,2,} merupakan suatu subhimpunan
berhingga di ruang metrik fuzzy (X, M,x). Jika B = {Bp(z,7,t) : = € A}
adalah selimut buka di (X, M, *), maka untuk setiap x; terdapat beberapa him-
punan By (x;,r,t) di B. Selanjutnya, gabungan dari himpunan-himpunan di koleksi
{Bun(z1,7,t), Bpr(22,7,t), -+, Byr(@n, 7, t)} mengandung A sehingga gabungan
himpunan-himpunan tersebut adalah subselimut berhingga dari B. Karena B se-
barang, maka himpunan A adalah kompak.

Teorema 3.3. [3] Setiap subhimpunan kompak A di suatu ruang metrik fuzzy
adalah terbatas.

Bukti. Diberikan A suatu subhimpunan kompak di ruang metrik fuzzy, t > 0 dan
0 < r < 1. Misalkan { By (z,7,t) : © € A} suatu selimut buka di A. Karena A adalah
kompak, maka terdapat subselimut berhingga { Bps(z;,r,t) : ; € A;i=1,2,--+ ,n}
sehingga A C U, Bu(z;,r,t). Misalkan z,y € A sehingga x € B (x;,r,t) dan
y € Buy(zj,7,t) untuk beberapa i,j. Oleh karena itu, M(z,z;,t) > 1 —r dan
M(y,z;,t) > 1—r. Kemudian, misalkan o = min{M (z;, z;,t) : 1 <4,j < n}, maka
a > 0. Selanjutnya, dengan menggunakan kondisi 4 pada Definisi 2.4, diperoleh
M(z,y,3t) > (1 —7r)xa=*(1l—r). Misalkan ¢ = 3t dan (1 —r)xa*(1—7r) > 1—s,
untuk 0 < s < 1 sehingga M (x,y,t') > 1 — s, untuk setiap z,y € A. Oleh karena
itu, A adalah terbatas. O

Teorema 3.4. [5] Setiap himpunan berhingga pada ruang metrik fuzzy adalah kom-
pak.

Bukti. Ambil A = {a1,a2, -+ ,a,} adalah sebarang himpunan berhingga pada
ruang metrik fuzzy dengan {Bjs(a,r,t) : a € A} adalah selimut buka di A, untuk
setiap 7 € (0,1),¢ > 0, sehingga A C J,c 4 Bm(a,r,t). Karena { By (a,7,t) : a € A}
adalah selimut buka di A, maka untuk setiap a; € A terdapat {Bys(ai,r,t) : a; €
A} untuk i = 1,2,--- ,n , sehingga a; € U, 4 Bm(ai,7,t). Maka terdapat a; €
Bys(ag,r, t) untuk beberapa i. Karenanya Bjy(a;, r,t) adalah subselimut berhingga
sehingga A C |, c 4 Bum(ai,7,t). Jadi, terbukti A adalah kompak. |
Proposisi 3.5. [5] Misalkan P dan Q adalah dua himpunan kompak di ruang metrik
fuzzy, maka P U Q adalah kompak.

Bukti. Misalkan P dan @) adalah himpunan kompak di ruang metrik fuzzy, maka
P CU,.cpBu(pi,r,t) dan Q C U, co Bum(gi,7,t), untuk setiap r € (0,1), ¢ > 0
dani=1,2,--- ,nsehingga PUQ C (Upiep B (pi,r,t)) U (queQ B (gisr,t)).
Misalkan C' = P U Q, maka C' C U, cc Bum(ci,7,t), untuk setiap r € (0,1), ¢ > 0
dan i =1,2,--- ,n. Terbukti P U @ adalah himpunan kompak. O

Akibat 3.6. [5] Misalkan P himpunan berhingga dan Q adalah himpunan kompak
di ruang metrik fuzzy maka P U Q adalah kompak.
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Bukti. Berdasarkan Teorema 3.4 maka P adalah himpunan kompak di ruang
metrik fuzzy. Berdasarkan Proposisi 1, jelaslah P U @ adalah himpunan kompak.

Definisi 3.7. [5] (X, M, x) dikatakan ruang metrik fuzzy kompak barisan jika setiap
barisan di X memiliki subbarisan konvergen ke suatu titik di X.

Contoh 3.8. [5] Misalkan (X,d) adalah ruang metrik dimana X = [0,1] dan d
adalah metrik Euclidean di X. Misalkan x;, adalah norm-t kontinu dengan a *r b =
max{a + b — 1,0}. Didefinisikan himpunan fuzzy M pada X x X x [0,00) dengan
kondisi berikut.

0, jika t =0,
M(z,y,t) =< 1—d(x,y), jika0<t<1,
1a Jlka, t > 1,

untuk setiap z,y € X dan ¢t > 0. Maka (X, M, ) adalah ruang metrik fuzzy kompak
barisan.

Teorema 3.9. [5] Misalkan (X, M, *) adalah ruang metrik fuzzy dan A C X, maka
A adalah kompak jika dan hanya jika setiap barisan memiliki subbarisan konvergen
ke titik di X.

Bukti. (=) Misalkan (x,) adalah sebarang barisan di A dan (z,,) adalah sub-
barisan dari (z,). Karena A kompak, maka terdapat selimut buka {Bps(z,r,t) :
x € A} di A dan subselimut berhingga {Bps(z;,7,t) : x; € A} dengan r €

t
(0,1) dan ¢t > 0. Selanjutnya, misalkan untuk setiap r; € (0,1) dan 3 > 0.

Karena (x,,) adalah subbarisan dari (z,) dan (x,) € By(x,r,t) untuk beber-
apa x € A, maka ry < r. Perhatikan bahwa untuk setiap 1 < r terdapat rg
sehingga 1 < rg < r. Dengan menggunakan kondisi 4 pada Definisi 2.4, diper-
oleh M(zy, ,x,t) > 1 — r. Hal ini sesuai dengan pernyataan Maggie Aphane dalam
[3] bahwa untuk setiap r; > 79, terdapat suatu r3 sehingga r1 % r3 > ro dan un-
tuk setiap 74, terdapat suatu rs sehingga r5 * r5 > r4, (r1,72,73,74,75 € (0,1)).
Berdasarkan Definisi 2.10, subbarisan (z,, ) dari barisan (x,,) konvergen titik z € A.
Terbukti setiap barisan memiliki subbarisan konvergen ke titik di X.

(<) Misalkan A bukan himpunan kompak. Misalkan (z,) adalah sebarang
barisan di A dan {Bp/(z,r,t) : * € A} adalah selimut buka di A sehingga
A C U,ea Bu(w,r,t). Karena (z,) € A maka (z,) € U,y Bum(x,7,t) sehingga
M (zp,x,t) > 1 —r. Selanjutnya, misalkan (x,, ) adalah subbarisan dari (z,) dan
terdapat subselimut berhingga {Bp(z;,r,t) : x; € A;i = 1,2,--- ,n}, tetapi A €
Ui, Ba(xi, 7, t) sehingga (2n,) & Ui, Bu(zi,7,t) dan jelas (z,,) & B (g, 7, t)
untuk beberapa z; € A sehingga M (z,, z;,t) < 1—r, untuk beberapa z; € A C X.
Terbukti bahwa terdapat barisan yang memiliki subbarisan yang tidak konvergen
ke titik di X. ]

Teorema 3.10. [5] Pada ruang metrik fuzzy, setiap subhimpunan tertutup pada
himpunan kompak adalah kompak.
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Bukti. Misalkan X himpunan kompak pada ruang metrik fuzzy dan A C X dengan
A subhimpunan tertutup dari X. Dari Definisi 2.13, suatu subhimpunan A dari
X dikatakan tertutup jika untuk setiap barisan (z,) di A konvergen ke z € A.
Misalkan (x,, ) adalah subbarisan dari barisan (z, ), maka setiap subbarisan (zy, )
konvergen. Dari Teorema 3.7, subhimpunan A adalah kompak jika dan hanya jika
setiap barisannya memiliki subbarisan konvergen ke titik di X. Jadi, jelas bahwa
setiap subhimpunan tertutup dari himpunan kompak adalah kompak. O

Teorema 3.11. [5] Misalkan (x,,) adalah barisan cauchy di suatu himpunan kom-
pak A di ruang metrik fuzzy, maka terdapat x € A sehingga x,, — .

Bukti. Misalkan (z,,) adalah barisan Cauchy di himpunan kompak A. Karena A
adalah himpunan kompak maka (z,) € Bps(x;,r,t) untuk beberapa x; € A. Anggap
(2,,) tidak konvergen ke z, maka M (x,,z,t) < 1—r, untuk setiap r € (0,1) dan ¢ >
0. (z,) adalah barisan Cauchy maka (berdasarkan Definisi 2.12) untuk setiap r; €

t
(0,1), t > 0 terdapat k € N sehingga M (x,,, T, 5) > 1 — rq, untuk setiap n,m >

k. Berdasarkan Teorema 3.3, maka A terbatas. Misalkan (x,,) adalah sebarang
barisan di A, maka terdapat z € A dan untuk setiap r; € (0,1), t > 0 sehingga
M(xm,x,%) > 1 — 7. Kemudian, dipeoleh (z,,) € Bas(z;,r,t) untuk beberapa
z; € A. Barisan (z,,) dan (z,,) merupakan elemen dari | J!_; B(z;,r,t), makary <r.
Perhatikan bahwa untuk setiap r; < r, terdapat suatu rg sehingga r1 < rg < r.
Dengan menggunakan kondisi 4 pada Definisi 2.4, diperoleh M (z,,z,t) > 1 —r.
Hal ini sesuai dengan pernyataan Maggie Aphane dalam [3] bahwa untuk setiap
r1 > ro, terdapat suatu rs sehingga 71 * r3 > ro dan untuk setiap r4, terdapat
suatu rs sehingga r5 * r5 > rq, (ri,72,73,74,75 € (0,1)). Hal ini kontradiksi dengan
M (zp,x,t) <1—r. Jadi, terbukti (z,) konvergen ke z € A ( =, — x). O

Teorema 3.12. [5] Misalkan (X, My, x) dan (Y, Ma, %) adalah ruang metrik fuzzy.
Misalkan f adalah fungsi dari (X, My, %) ke (Y, My, %) dan f : X — Y adalah fungsi
kontinu. Jika A adalah subhimpunan kompak di X, maka f(A) adalah subhimpunan
kompak di 'Y .

Bukti. Misalkan (X, M1, %) dan (Y, Ms, x) adalah ruang metrik fuzzy dan f : X —
Y adalah fungsi kontinu. Karena fungsi f memetakan X ke Y, maka fungsi f
memetakan A C X ke f(A) C Y. Misalkan (y,) adalah barisan di f(A), maka
untuk setiap n terdapat barisan (z,) di A sehingga f(x,) = yn.

Karena A adalah himpunan kompak maka terdapat suatu subbarisan (z,,) di
(z,,) dan z € A sehingga (x,, ) konvergen ke zy di A. Karena f kontinu di 2o € A,
berdasarkan Definisi 2.15, jika untuk setiap r € (0,1) dan t > 0 terdapat r; €
(0,1) dan s > 0 sehingga untuk semua = € X, diperoleh: M (x,, ,x0,s) > 1 —rq
maka M (f(xn, ), f(z0),t) > 1 — r. Dengan kata lain, karena f(z,,) = yn, maka
M (yn,, f(z0),t) > 1 — r, untuk semua k& > n. Jadi, f(A4) adalah subhimpunan
kompak di Y. O
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4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan di atas, kesimpulan yang diperoleh, yaitu:

(1) Suatu himpunan disebut himpunan kompak pada ruang metrik fuzzy jika setiap
selimut bukanya memiliki subselimut berhingga.

(2) Setiap subhhimpunan kompak A di suatu ruang metrik fuzzy adalah terbatas.

(3) Setiap himpunan berhingga pada ruang metrik fuzzy adalah kompak.

(4) Gabungan dari himpunan-himpunan kompak di ruang metrik fuzzy adalah kom-
pak.

(5) Gabungan himpunan berhingga dan himpunan kompak di ruang metrik fuzzy
adalah kompak.

(6) Suatu ruang metrik fuzzy (X, M, %) disebut ruang metrik fuzzy kompak barisan
jika setiap barisannya memiliki subbarisan yang konvergen ke suatu titik di X.

(7) Suatu himpunan disebut himpunan kompak pada ruang metrik fuzzy (X, M, *)
jika dan hanya jika setiap barisannya memiliki subbarisan konvergen ke titik di
X.

(8) Pada ruang metrik fuzzy, setiap subhimpunan tertutup pada himpunan kompak
adalah kompak.

(9) Suatu barisan Cauchy pada suatu himpunan kompak A di ruang metrik fuzzy
merupakan barisan yang konvergen ke suatu titik di A.

(10) Misalkan f : X — Y adalah fungsi kontinu yang menghubungkan dua ruang

metrik fuzzy. Jika A adalah subhimpunan kompak di X, maka f(A) adalah
subhimpunan kompak di Y.
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