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Abstrak. Dalam tulisan ini akan dikaji kestabilan titik tetap suatu model penularan
penyakit tidak fatal, dimana model tersebut merupakan model klasik (model SIR) yang
sudah lama ditemukan, dengan asumsi laju kelahiran sama dengan laju kematian, diper-
oleh bahwa hanya satu titik tetap yang stabil asimtotik.
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1. Pendahuluan

Penyebaran suatu penyakit merupakan salah satu ancaman terhadap manusia,
terutama penyakit menular yang dibawa oleh berbagai macam mikroba seperti
bakteri, jamur, parasit dan virus. Terdapat dua tipe akibat yang ditimbulkan oleh
penyakit menular. Pertama penyakit yang menyebabkan kematian (fatal), misal
penyakit AIDS, TBC, flu burung. Kedua penyakit yang tidak menyebabkan kema-
tian (tidak fatal), misal penyakit campak, demam berdarah.

Penyakit tidak fatal, dalam hal ini penyakit campak merupakan penyakit yang
sangat berbahaya, penyakit tersebut disebabkan oleh virus yang dapat menyebar
melalui kontak langsung dengan penderita, udara dan batuk. Tubuh mempunyai ke-
mampuan untuk mengatasi sampai batas tertentu. Dalam hal ini, dikatakan bahwa
sistem pertahanan tubuh (sistem imun) orang tersebut cukup baik untuk mengatasi
dan mengalahkan kuman-kuman penyakit tersebut. Tetapi bila kuman penyakit
tesebut ganas, sistem pertahanan tubuh yang lemah tidak mampu mencegah ku-
man atau virus itu berkembangbiak, sehingga dapat mengakibatkan penyakit berat
yang membawa kepada kecacatan pada sipenderita (tidak fatal).

Perkembangan ilmu pengetahuan di bidang matematika juga turut memem-
berikan peranan penting dalam mencegah meluasnya penyebaran penyakit tidak
fatal (Castelli dan Romanelli, 2009). Peranan tersebut berupa model matematika
yang mempelajari penyebaran penyakit. Matematika memberikan salah satu solusi
penyelesaian penyebaran penyakit tidak fatal. Penyebaran penyakit ini akan dimod-
elkan ke dalam bentuk matematis menggunakan tipe model SIR. Model SIR, (Sus-
ceptibles, Invectives, Recovered) ini pada awalnya dikembangkan untuk mengetahui
laju penyebaran dan kepunahan suatu wabah penyakit dalam populasi tertutup dan
bersifat epidemik.
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Model SIR dikemukakan pertama kali oleh Kermack dan McKendrick pada
tahun 1927. Disini akan dibahas mengenai pembentukan model SIR dengan
menganalisis kestabilan titik tetap model penularan penyakit tidak fatal dan
berdasarkan asumsi-asumsi yang dibuat. Setelah model terbentuk, kemudian dicari
solusi analitis dan kestabilan titik tetapnya.

2. Teori Matriks

Definisi 2.1. [3] Jika A adalah sebuah matriks n x n, maka suatu vektor tak nol
x € R"™ disebut vektor eigen(eigenvector) dari A jika Ax adalah sebuah kelipatan
skalar dari x, yakni

Ax = Ax,

untuk suatu skalar X. Skalar A desebut nilai eigen(eigenvalue) dari A dan x disebut
sebagai vektor eigen dari A yang terkait dengan A.

Nilai eigen A merupakan akar dari polonomial berikut
pa(A) = det(AI — A).
Dalam hal ini, p4 () dikatakan polinomial karakteristik dari matriks A.

Teorema 2.2. [4] (Teorema Cayley — Hamilton) Misalkan pa(\) polinomial
karakteristik dari matriks A € R™" maka

pA(A) =0.

Definisi 2.3. [2] Dua matriks A, B € R?**? dikatakan similar, ditulis A ~ B, jika
dan hanya jika terdapat matriks M non singular n X n sehingga

M~YAM = B.

Teorema 2.4. [1] Jika A matriks berukuran n x n, I matriks identitas berukuran
n X n dan A suatu bilangan real, maka pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen :

(1) X\ adalah suatu nilai eigen dari A,
(2) Sistem persamaan (A — XM« )x = 0 mempunyai penyelesaian tak trivial.
(8) Ada suatu vektor tak nol x pada R™ sedemikian sehingga Ax = Ax.
(4) X merupakan suatu penyelesaian dari persamaan karakteristik
det(A — M, xn) = 0.

3. Kestabilan Sistem Persamaan Diferensial Non Linier Orde Satu
Diberikan sistem dinamis
x = f(x),x € R", (3.1)

dengan f(x) adalah fungsi non linier yang dapat diturunkan. Untuk sistem non
linier, biasanya solusi eksak sulit untuk ditentukan.

Dalam [5] dinyatakan bahwa perilaku solusi dari sistem non linier (3.1) dapat di-
aproksimasi melalui sistem pelinierannya. Salah satu metode yang digunakan adalah
metode deret Taylor.
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Berikut ini akan dipaparkan bagaimana menentukan sistem pelinieran dari suatu
sistem persamaan diferensial non linier dengan menggunakan deret Taylor.

Deret Taylor untuk fungsi dengan dua variabel bebas f(x,y) disekitar titik
(c1,c2) adalah

f(x,y) = fler,e2) + (gi(chcz)(l’ —c1) + %(01702)@ - 02)>

62 _ 2 82 _ 2
+ (a;;(cl,@)w + ayJ;(ChCz)(yQ!@))

(e —ew—a)) + (32
dx0y 1, C2 1)\Y 2 . .
Diberikan sistem dinamis di R? sebagai berikut:
iy = fi(w1,22)
{,.CQ = fg(l‘l,l'g). (33)

Misalkan komponen fungsi f;(z1,z2),7 = 1,2, punya turunan yang kontinu di seki-
tar titik (¢1,c2). Deret Taylor dari f;(z1,z2), ¢ = 1,2 adalah

afi

fi(z1,22) = filer, c2) + (21 — 01)a (c1,¢2)
X1
ofi N
+(zo — cz)a—(cl, c2) + suku orde tinggi. (3.4)
L2

Karena (c1, c2) adalah titik tetap dari (3.3) maka f;(c1,c2) = 0,4 = 1,2. Misalkan
yi = x; — ¢;,1 = 1,2, maka (3.3) dapat ditulis menjadi

0 0

Y1 = yli(clv c2) + yzi(ch c2) + suku orde tinggi
1 2

) 0 0 L

Yo = ylﬁ(clv c2) + y2£(01, ¢2) + suku orde tinggi. (3.5)
(9.1‘1 T9

Secara ringkas, ditulis
y=Jy (3.6)

dimana

of o2 (3.7)

[ oK Oh ]
J = Ox1 Oxo
921 022 | (21,22)=(c1,02)
Matriks J disebut sebagai matriks Jacobian. Sistem (3.6) disebut sebagai sistem
pelinearan dari sistem non linier (3.3) [8].

Teorema berikut merupakan syarat cukup agar sisem persamaan diferensial non

linier (3.1) stabil asimtotik.
Teorema 3.1. [2] Misalkan ¢ adalah titik tetap dari sistem non linier
x = f(x).

Jika bagian riil dari semua nilai eigen matriks Jacobian J di ¢ dari sistem non
linier tersebut adalah negatif, maka titik tetap ¢ adalah stabil asimtotik.
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4. Konstruksi Model

Dalam suatu populasi yang berukuran tetap pada suatu periode wabah, misalkan
terjadi penyebaran suatu penyakit tidak fatal (tidak menimbulkan kematian). Se-
lanjutnya, misalkan S(t) menyatakan proporsi anggota populasi yang rentan terkena
penyakit tersebut pada waktu ¢, I(¢t) menyatakan proporsi anggota populasi yang
sudah terjangkit pada waktu ¢ dan R(¢) menyatakan proporsi anggota populasi yang
sudah sembuh dari penyakit tersebut pada waktu ¢. Hubungan antara proporsi
populasi S(t), I(t), R(t) memenuhi persamaan

S(t)+ I(t) + R(t) = 1. (4.1)
Selanjutnya, asumsikan :

(1) Populasi tertutup (tidak ada proses migrasi).

(2) Penyakit dapat disembuhkan dan penularan penyakit langsung (tidak ada masa
inkubasi), melalui kontak langsung antara individu rentan dengan penderita.

(3) Setiap individu yang belum terserang penyakit masuk ke populasi rentan
terkena penyakit (S).

(4) Individu yang sembuh mempunyai kekebalan dalam jangka waktu tertentu.

(5) Laju kelahiran dan laju kematian adalah konstan berturut-turut ditulis dengan
v dan p dimana v = p.

(6) Masa terjangkit yang cukup lama.

Penularan penyakit diasumsikan terjadi karena kontak yang tetap dari subpopu-
lasi S dan I dalam populasi tersebut. Nilai dari S akan bertambah dengan muncul-
nya kelahiran baru (v) dan akan berkurang dengan adanya kematian (1). Selain itu,
misalkan laju penularan penyakit adalah 5, maka perubahan jumlah subpopulasi
yang rentan pada waktu ¢ memenuhi hubungan :

S=v—-p8IS—uS (4.2)
dengan v, B, u adalah konstanta positif. Jika v > 0 adalah laju kesembuhan, maka
I=BIS —~I—pul (4.3)

dengan pl adalah jumlah kematian pada subpopulasi I, dan laju perubahan sub-
populasi recovered menjadi

R=~I — iR, (4.4)

dengan pR adalah jumlah kematian dari subpopulasi R. Proses pembentukan per-
samaan (4.2), (4.3) dan (4.4) di perlihatkan dalam Gambar 4.1 dibawah ini.

Dari tiga buah persamaan di atas, diperoleh sistem persamaan diferensial non
linier berikut [5]:

S=v—pI5—usS
I =pBIS —~I—pul (4.5)
R:'ylfuR
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Gambar 4.1. Diagram Model SIR

5. Kestabilan Titik Tetap Model Penularan Penyakit Tidak Fatal

Dari sistem (4.5), dapat dilihat bahwa persamaan pertama dan kedua tidak dipen-
garuhi oleh persamaan ketiga, oleh karena itu persamaan ketiga dapat diabaikan.
Sehingga, cukup diperhatikan sistem yang terdiri atas dua persamaan diferensial
non linier berikut :

S=v—pIS—us (5.1)
I=pIS—~I—ul

Terlebih dahulu, akan ditentukan titik tetap sistem (5.1). Sesuai dengan definisi
titik tetap, maka diperoleh :

S=v—pIS—puS=0 (5.2)
I=BIS—~I—pl=0 (5.3)
Dari (5.3) diperoleh I = 0 atau S = 7;% Jika I = 0, maka dari (5.2) diperoleh

s=2=1,
I

sehingga (S, I) = (1,0) adalah suatu titik tetap.
Selanjutnya, jika S = % maka dari (5.2) diperoleh

__" H
Ttu B
sehingga (S, 1) = (%7 - %) merupakan titik tetap kedua dari sistem (5.1).

Dalam kehidupan nyata, jumlah populasi manusia tidak mungkin negatif, oleh
karena itu nilai titik tetap harus bernilai positif. %T“ sudah pasti positif, sehingga

o v op
yang perlu diberi syarat adalah vl i 0, atau

B—v—pu>0. (5.4)

Selanjutnya, akan ditentukan pelinieran dari (5.1) di kedua titik tetap tersebut.
Misalkan :

F(S,I) = v — BIS — uS (5.5)

9(S,1) = BIS —~I — pl, (5.6)

Jacobian dari sistem (5.1) adalah
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of(S,I) 8f(S,I) ]
J::[GSéI __[—Bf—ﬁ‘ —pS }

ag(5.1) ag(s.1) | = o
S5~ T | Bl  BS—v—pu

Di titik tetap (S,I) = (1,0), matriks Jacobian J adalah :

[—p =B }
J(1,0) = . 5.7
o=\, 1)
Nilai eigen dari matriks J (1,0) adalah \; = —p dan Ay = 8 — v — p. Berdasarkan
Teorema 3.1, titik tetap (1,0) akan stabil asimtotik jika 8 < v + p. Hal ini berten-
tangan dengan syarat (5.4) untuk titik tetap yang kedua. Jadi tidak mungkin titik
tetap (1,0) stabil asimtotik.

Pada titik tetap (S,1) = (WT“, viu - %) matriks Jacobian J adalah :

J<7+u7 v u>_ ;jﬁfﬂ —(v+n)
B y+p B exnrill Y

Nilai eigen dari matriks J (%, % — B) ditentukan sebagai berikut :
)|
M —J —1—7)\ v+ pp+ Br=0. 5.8
(e commesen o

Akar dari polinomial (5.8) adalah

sr (L2 - 4By — (v + pl

vt
ha= 2 § (59)
Berdasarkan Teorema 3.1, titik tetap (%, WJ”FM — 5) akan stabil asimtotik jika
bagian riil dari nilai eigen adalah negatif. Oleh karena itu, misalkan
161% B
- + 2— 4By — (v + p)p] < 0. 5.10
L [ = o+ (5.10)

Persamaan (5.10) ekivalen dengan

¢<5”>2Mm/W+u»4<&’

s v+
B—~—pu>0,
yang memenuhi syarat (5.4). Ini menunjukkan bahwa titik tetap (S,I) =
(WT#, me — 7) adalah stabil asimtotik.

Sebagai suatu ilustrasi, misalkan v = 0,07, u = 0,07, 8 = 1,66, v = 0,44,
diperoleh sistem persamaan diferensial non linier berikut :
S =0,07—1,66IS — 0,078
I=1,66IS — 0,511 (5.11)
R =0,44I — 0,07R.
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Perhatikan sistem

S =0,07—1,66IS — 0,07S (5.12)

I=1,66IS—0,511 (5.13)
Terlebih dahulu, akan ditentukan titik tetap sistem (5.11). Sesuai dengan definisi
titik tetap, maka diperoleh :

$=0,07—1,66IS — 0,07 = 0 (5.14)
I=1,66IS—0,51I = 0. (5.15)
Dari (5.15) diperoleh I = 0 atau S = 0, 31. Jika I = 0, maka dari (5.14) diperoleh
_ 0,07 _ 1,
0,07

sehingga (S,1) = (1, 0) adalah suatu titik tetap. Selanjutnya, jika S = 0,31 maka
dari (5.14) diperoleh

I =0,098,

sehingga (S, T) = (0,31, 0,098) merupakan titik tetap kedua dari sistem (5.11).
Selanjutnya, akan ditentukan pelinieran dari (5.11) di kedua titik tetap tersebut.
Misalkan :

f(S,1)=0,07 — 1,661S — 0,075 (5.16)

g(S,I) =1,6615 — 0,511, (5.17)
jacobian dari sistem (5.11) adalah

BHSD 55(5.0) ~1,661 — 0,07 —1,669
J= 29(5.0) 29(S.1) | [ 1,661 17665—0,51} '

0
Di titik tetap (S,I) = (1,0), matrix jacobian J adalah :

—0,07 —1,66} . (5.18)

J(l’o):[ 0 1,15

Nilai eigen dari matriks J(1,0) adalah A\ = —0,07, A2 =1, 15.
Berdasarkan Teorema 3.1, titik tetap (1,0) adalah tidak stabil asimtotik.
Selanjutnya, di titik tetap (S, I) = (0,31, 0,098), matrix jacobian J adalah :

-0,233 —0,51
J(0,31, 0,098) = [ 0.163 0 } (5.19)
Nilai eigen dari matriks J(0,31,0,098) ditentukan sebagai berikut :
AT — J(0,31,0,098)| = A2 40,2331 40,083 =0. = 0. (5.20)

Akar dari polinomial (5.20) adalah

J/=0,278
Ars = —0,1165 + #. (5.21)
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Dari (5.21) diperoleh bahwa
Re(\1) = Re(\s) = —0,1165 < 0,

Berdasarkan Teorema (3.1), titik tetap (S,7) = (0,31, 0,098) adalah stabil asim-
totik.

6. Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang diperoleh dari pembahasan sebelumnya, terdapat sistem
persamaan diferensial non linier berikut:

S=v—pIS—usS
I=pBIS —~I—ul (6.1)
R:'yl—uR

dengan populasi S(t), I(t), R(t) memenuhi persamaan S(t) + I(t) + R(t) = 1.
Setelah menganalisis sistem (6.1) diperoleh dua titik tetap, yaitu (1,0) dan

(WT“, i &) dengan syarat 8 > v+ p. Titik tetap (1,0) adalah tidak stabil

asimtotik, sedangkan titik tetap (%, ﬁ - %) adalah stabil asimtotik.
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