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Abstrak. Vaksinasi merupakan salah satu cara untuk mencegah sekaligus mengenda-
likan penyebaran penyakit menular. Penelitian ini membahas salah satu model penye-

baran penyakit menular, yaitu model Susceptible Infected Recovered (SIR). Model SIR

yang dibahas mempertimbangkan strategi vaksinasi, yaitu vaksinasi konstan dan vaksi-
nasi berkala, yang diberikan kepada individu rentan terinfeksi penyakit. Kajian analitik

dilakukan dengan menganalisis kestabilan model di sekitar titik ekuilibrium berdasarkan

nilai eigen dari matriks Jacobian. Kestabilan model dikaitkan juga dengan parameter
ambang batas, yaitu parameter yang menentukan apakah suatu populasi bebas atau ter-

infeksi dari penyakit. Simulasi numerik dilakukan untuk mengkonfirmasi hasil analitik
dengan menggunakan parameter dari kasus penyakit Tuberkulosis (TBC) di Provinsi

Sumatera Barat tahun 2018. Hasil analitik maupun numerik memperlihatkan bahwa

pemberian stategi vaksinasi efektif sebagai pencegahan dan pengendalian penyebaran
penyakit, sehingga dapat mengurangi jumlah individu yang terinfeksi.

Kata Kunci : Model SIR, Vaksinasi, Kestabilan, Parameter Ambang Batas, Simulasi

Numerik

1. Pendahuluan

Penyakit menular merupakan penyakit yang dapat ditularkan dari makhluk hidup

yang sakit ke makluk hidup yang sehat tetapi rentan tertular penyakit terse-

but. Dalam mengamati penyebaran penyakit menular secara matematis, digu-

nakan model matematika epidemi, salah satunya Model SIR (Susceptible Infected

Recovered) yang ditemukan oleh Kermack dan Mackendrick (1927). Dalam peneli-

tiannya, mereka mengkaitkan dengan penentuan nilai ambang batas atau basic re-

production number (bilangan reproduksi dasar) yang dinotasikan dengan R0.

Dalam dinamika model matematika epidemi akan dilihat bagaimana perilaku

model di sekitar titik ekuilibrium. Perilaku ini dianalisis melalui analisis kesta-

bilan yang ditentukan dari nilai eigen matriks Jacobian dari masing-masing titik

∗penulis korespondensi
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ekuilibrium. Pada penelitian ini akan dibahas dinamika model SIR dengan strategi

vaksinasi. Vaksinasi merupakan salah satu cara untuk mengendalikan penyebaran

penyakit menular yang diberikan kepada populasi yang rentan terinfeksi penyakit.

Strategi vaksinasi dilakukan dalam dua cara, yaitu vaksinasi yang diberikan secara

konstan dan vaksinasi yang diberikan secara berkala kepada individu yang rentan

terinfeksi penyakit. Simulasi numerik dilakukan untuk mengkonfirmasi hasil anal-

itik dengan menggunakan parameter dari kasus penyakit Tuberkulosis (TBC) di

Provinsi Sumatera Barat tahun 2018.

2. Landasan Teori

Pandang sistem autonomous berikut,

ẋ = f(x(t)), x(t0) = x0, t ∈ R. (2.1)

2.1. Kestabilan Sistem Linier

Definisi 2.1. [7] Titik ekuilibrium (titik kesetimbangan, titik kritis, titik tetap, atau

titik stasioner) adalah titik yang memenuhi persamaan ẋ = Ax = 0, dengan A

adalah matriks koefisien.

Definisi 2.2. [12] Diberikan matriks A berukuran n×n. Suatu vektor tak nol x ∈ Rn
disebut sebagai vektor eigen dari matriks A jika untuk beberapa λ (nilai eigen) dari

matriks A memenuhi,

Ax = λx, (2.2)

dimana x adalah vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen λ.

Definisi 2.3. [8] Solusi dari sistem ẋ = Ax dimana x ∈ R2, ditulis sebagai φ(t) =

(x(t), y(t)), merupakan kurva solusi pada bidang xy. Kurva solusi ini disebut dengan

trajektori atau orbit.

Definisi 2.4. [8] Potret fase adalah suatu gambar dua dimensi yang memperli-

hatkan perilaku dari sistem ẋ = Ax, ditentukan dari x dan y yang berubah terhadap

waktu t dan bergantung pada nilai eigen λ.

2.2. Kestabilan Sistem Non-Linier

Diberikan sistem non-linier autonomous dua dimensi berikut [8]:

ẋ1 = f1(x, y),

ẋ2 = f2(x, y),
(2.3)

dimana f1 dan f2 adalah fungsi dalam variabel x dan y yang minimal berbentuk

kuadrat. Analisis kestabilan sistem non-linier dapat didekati secara linier di sekitar

titik ekuilibrium menggunakan Matriks Jacobian dalam linierisasi sistem non-linier.
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Definisi 2.5. [5] Misalkan f : Rn → Rn adalah fungsi yang dapat diturunkan dan

kontinu pada himpunan D ⊂ Rn dan x∗ ∈ Rn. Matriks Jacobian di sekitar x∗,

dinotasikan dengan J , didefinisikan sebagai

J =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2
· · · ∂f1

∂xn
∂f2
∂x1

∂f2
∂x2
· · · ∂f2

∂xn

...
...

. . .
...

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2
· · · ∂fn∂xn

 . (2.4)

Setelah dilinierisasikan, sistem (2.3) dapat ditulis menjadi

ẏ = Jy,y ∈ R2, (2.5)

Definisi 2.6. [10] Titik ekuilibrium dari sistem (2.3) disebut titik ekuilibrium hiper-

bolik jika semua nilai eigen dari matriks Jacobian J mempunyai bagian riilnya berni-

lai tak nol.

Teorema 2.7. [8] Misalkan (u,v) adalah titik ekuilibrium hiperbolik dari sistem

(2.3), Maka terdapat suatu lingkungan dari titik tersebut dimana potret fase untuk

sistem non-linier menyerupai sistem linier (2.5).

Teorema 2.8. [5] Pandang sistem (2.5), dimana J matriks Jacobian berukuran

n× n mempunyai k nilai eigen λ1, λ2, · · · , λk, dengan k ≤ n.

(1) Jika Re(λi) < 0, untuk i = 1, 2, · · · , n maka titik ekuilibirum x∗ adalah stabil

asimtotik.

(2) Jika Re(λi) ≤ 0, untuk i = 1, 2, · · · , n maka titik ekuilibirum x∗ adalah stabil

dan untuk nilai eigen Re(λi) = 0 bersesuaian dengan vektor eigen yang bebas

linier sebanyak multiplisitas λi.

(3) Jika terdapat nilai eigen matriks Jacobian yang mempunyai bagian riil positif,

maka titik ekuilibrium x∗ adalah tidak stabil .

Definisi 2.9. [5] Dua buah sistem persamaan diferensial orde satu autonomous

dikatakan ekuivalen kualitatif (topologi) jika terdapat pemetaan yang invertibel di-

mana salah satu potret fase onto ke potret fase yang lain dengan mempertahankan

orbit trajektori.

3. Model dan Dinamika

3.1. Model SIR dengan Strategi Vaksinasi

Model dikembangkan dengan mengelompokkan individu-individu ke dalam tiga

kelompok, yaitu susceptible, infected, dan recovered. Model diformulasikan dengan

asumsi sebagai berikut.

(1) Model dikembangkan untuk sistem tertutup (tidak ada proses migrasi).

(2) Jumlah populasi konstan.

(3) Terdapat efek demografi, yaitu kelahiran dan kematian.

(4) Tingkat kelahiran sama dengan tingkat kematian untuk ketiga kelompok.
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(5) Setiap individu yang baru lahir akan langsung masuk ke dalam kelompok

rentan.

(6) Populasi bercampur secara homogen. Penyakit menular dapat menyebar melalui

kontak langsung antara kelompok rentan dengan kelompok terinfeksi.

(7) Penyebaran penyakit dalam populasi dapat berkurang dengan diberikannya

vaksinasi kepada individu baru yang masuk ke dalam kelompok rentan.

Diagram kompartemen untuk model SIR yang memuat vaksinasi digambarkan pada

diagram berikut ini.

Gambar 1. Diagram Kompartemen Model SIR dengan Vaksinasi

Model SIR dengan vaksinasi konstan dapat dinyatakan sebagai sistem per-

samaan diferensial biasa,

dS

dt
= (µ− σ)N − βIS − µS,

dI

dt
= βIS − γI − µI, (3.1)

dR

dt
= γI − µR,

dengan parameter β, µ, σ, γ adalah konstanta positif. Deskripsi masing-masing pa-

rameter sebegai berikut: N menyatakan jumlah populasi pada suatu wilayah, S

meyatakan jumlah individo yang rentan, I menyakan jumlah individu yang terin-

feksi, R menyatakan jumlah individu yang sembuh, µ menyatakan tingkat kelahiran

dan kematian, γ menyatakan tingkat kesembuhan, β menyatakan tingkat penularan,

dan σ menyatakan tingkat vaksinasi.

Model SIR dengan vaksinasi berkala diformulasikan dengan asumsi yang sama

seperti model (3.1), namun pemberian vaksin tidak lagi dilakukan secara konstan,

melainkan secara berkala. Model SIR dengan vaksinasi berkala dapat dinyatakan

sebagai berikut,

dS

dt
= (µ− σ∗)N − βIS − µS,

dI

dt
= βIS − γI − µI, (3.2)

dR

dt
= γI − µR,

dimana didefinisikan sebuah fungsi vaksinasi berkala σ∗ yang diberikan oleh,

σ∗ =

{
0 ; jika cos(ωt+ φ) ≤ 0,

σ(cos(ωt+ φ)) ; jika cos(ωt+ φ) > 0,
(3.3)
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dengan ω menyatakan periode tahapan dan φ menyatakan fase tahapan.

3.2. Analisis Kestabilan Model

Dalam penelitian ini, akan dibahas analisis kestabilan model SIR dengan vaksi-

nasi konstan. Terdapat dua titik ekuilibrium model (3.1) yang menggambarkan dua

keadaan, yaitu: titik ekuilibrium bebas penyakit yaitu Eb =
(

(µ−σ)N
µ , 0, 0

)
, yang

menandakan keadaan bahwa populasi bebas dari penyakit; dan titik ekuilibrium

endemik yaitu E∗
b = (S∗, I∗, R∗) =

(
γ+µ
β , (µ−σ)Nβ−µ(γ+µ)β(γ+µ) , γI

∗

µ

)
, yang menandakan

keadaan dimana terdapat individu yang terinfeksi dalam populasi. Parameter am-

bang batas diperoleh berdasarkan titik ekuilibrium endemik E∗
b dengan mengasum-

sikan I∗ > 0. Didefinisikan Rv = (µ−σ)R0 adalah paramater ambang batas, dengan

R0 = Nβ
µ(γ+µ) .

Selanjutnya dengan melinierisasi sistem (3.1) diperoleh Matriks Jacobian

J =

−βI − µ −βS 0

βI βS − γ − µ 0

0 γ −µ

 . (3.4)

Matriks Jacobian di titik ekuilibrium Eb adalah

JEb
=

−µ
−(µ−σ)Nβ

µ 0

0 (µ−σ)Nβ−µ(γ+µ)
µ 0

0 γ −µ

 (3.5)

Matriks Jacobian di titik ekuilibrium E∗
b adalah

JE∗
b

=


−(µ−σ)Nβ

(γ+µ) −(γ + µ) 0
(µ−σ)Nβ−µ(γ+µ)

(γ+µ) 0 0

0 γ −µ

 (3.6)

Persamaan karakteristik dari Matriks Jacobian JEb
adalah

|JEb
− λI| = 0∣∣∣∣∣∣∣

−µ− λ −(µ−σ)Nβ
µ 0

0 (µ−σ)Nβ−µ(γ+µ)
µ − λ 0

0 γ −µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

sehingga diperoleh nilai-nilai eigen:

λ1 = −µ; λ2 = −µ; λ3 =

(
(µ− σ)Nβ − µ(γ + µ)

µ

)
. (3.7)

Sementara itu, persamaan karakteristik dari Matriks Jacobian E∗
b adalah

|JE∗
b
− λI| = 0∣∣∣∣∣∣∣

−(µ−σ)Nβ
(γ+µ) − λ −(γ + µ) 0

(µ−σ)Nβ−µ(γ+µ)
(γ+µ) −λ 0

0 γ −µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0
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sehingga diperoleh nilai-nilai eigen:

λ1 = −µ (3.8)

λ2,3 =
1

2

−(µ− σ)Nβ

(γ + µ)
±

√(
(µ− σ)Nβ

(γ + µ)

)2

− 4((µ− σ)Nβ − µ(γ + µ))


=

1

2

(
−µRv ±

√
Dv

)
dimana Dv = (µRv)

2 − 4((µ− σ)Nβ − µ(γ + µ)).

Kestabilan titik ekuilibrium bebas penyakit,JEb
, dapat dilihat dari nilai eigen

(3.7), dimana semua nilai eigen akan bernilai riil negatif jika (µ−σ)Nβ−µ(γ+µ) < 0

atau (µ− σ)R0 = Rv < 1. Artinya, titik ekuilibrium bebas penyakit Eb akan stabil

asimtotik jika Rv < 1 dan tidak stabil jika Rv > 1.

Kemudian kestabilan dari titik ekuilibrium endemik E∗
b dapat dilihat dari nilai

eigen (3.8) yang bergantung pada nilai di dalam akar, yaitu Dv. Jika Dv > 0, maka

terdapat dua akar riil negatif dengan syarat
√
Dv < µRv, dan terdapat dua akar

riil berbeda tanda dengan syarat
√
Dv > µRv. Jika Dv < 0, maka terdapat nilai

eigen kompleks dengan bagian riilnya negatif. Berdasarkan kondisi tersebut, maka

semua nilai eigen dengan bagian riil akan bernilai negatif jika Rv > 1. Artinya,

titik ekuilibrium endemik E∗
b akan stabil asimtotik jika Rv > 1 dan tidak stabil jika

Rv < 1.

3.3. Simulasi Numerik

Nilai masing-masing parameter pada model (3.1) dan (3.2) diperoleh dengan meng-

gunakan data penyakit Tuberculosis (TBC) di Provinsi Sumatera Barat tahun

2018. Nilai masing-masing parameter yang digunakan adalah sebagai berikut:

N = 5382µ = 2, 68; γ = 0, 47;β = 0, 002;σ = 0, 8 ; dengan nilai awal S(0) =

2500; I(0) = 10;R(0) = 5.

3.3.1. Simulasi Model SIR dengan Vaksinasi Konstan

Gambar 2. Simulasi Model (3.1) dengan Vaksinasi Konstan
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Gambar (2) memperlihatkan simulasi pemberian vaksin secara konstan kepada

populasi rentan. Pemberian vaksinasi secara konstan sebesar σ = 0, 8 membuat

jumlah individu yang rentan akan mengalami penurunan dan menekan laju jum-

lah individu yang terinfeksi. Namun individu yang terinfeksi masih ada di dalam

populasi.

Laju perubahan jumlah individu yang terinfeksi dengan beberapa tingkat vaksi-

nasi, yaitu σ1 = 0.8 , σ2 = 0.4 dan σ3 = 0.1, diperlihatkan pada Gambar (3).

Dari gambar tersebut terlihat bahwa semakin tinggi tingkat vaksin yang diberikan,

semakin kecil jumlah individu yang terinfeksi, begitu sebaliknya.

Titik ekuilibrium bebas penyakit Eb = (3775, 4; 0; 0) mempunyai nilai eigen λ1 =

−2, 68, λ2 = −2, 68, dan λ3 = 4, 4. Disimpulkan bahwa ketiga nilai eigen tersebut riil

dan berbeda tanda, mengakibatkan titik ekuilibrium Eb bertipe saddle dan bersifat

tidak stabil. Sebaliknya, titik ekulibrium endemik E∗
b = (1575; 1872, 11; 328, 32)

mempunyai nilai eigen λ1 = −2, 68 , λ2,3 = −3, 21 ± 1, 22i. Disimpulkan bahwa

terdapat nilai eigen kompleks dengan bagian riilnya bernilai negatif, berakibatkan

titik ekuilibrium E∗
b bertipe spiral dan bersifat stabil asimtotik.

3.3.2. Simulasi Model SIR dengan Vaksinasi Berkala

Dalam mengamati dinamika model SIR dengan pemberian vaksinasi secara berkala,

akan diberlakukan tiga strategi pemberian vaksinasi, yaitu [10]: Strategi pertama

: pemberian vaksin dilakukan 2 kali setahun; Strategi kedua : pemberian vaksin

dilakukan 1 kali setahun; Strategi ketiga : pemberian vaksin dilakukan setiap 2

tahun sekali.

Gambar 3. Dinamika Model SIR dengan Vaksinasi Berkala

Gambar (5) memperlihatkan perbandingan antara tiga strategi vaksinasi ter-

hadap populasi yang terinfeksi. Strategi pertama vaksinasi dua kali setahun, sedang-

kan strategi kedua vaksinasi setahun sekali. Akhirnya, strategi ketiga mengusulkan

vaksinasi terjadi setiap dua tahun. Perubahan periode vaksinasi tersebut dica-

pai dengan mengubah nilai ω. Sementara itu, Gambar (6) menunjukkan dinamika

populasi yang rentan dengan ketiga strategi vaksinasi tersebut. Dapat dilihat bahwa

semakin besar ω, semakin stabil perilaku dinamiknya.
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Gambar 4. Dinamika Model SIR dengan Strategi Vaksinasi Pada Populasi Terinfeksi

Dalam Gambar (7) dinamika individu yang terinfeksi disajikan dalam tiga

strategi : tanpa pengaruh vaksinasi, dengan vaksinasi yang konstan dan dengan

vaksinasi berkala. Terlihat bahwa populasi yang divaksinasi secara konstan cen-

derung stabil menuju titik ekuilibrium, dengan jumlah individu yang terinfeksi lebih

sedikit bila dibandingkan dengan populasi tanpa divaksinasi.

4. Kesimpulan

(1) Penelitian ini membahas dinamika model SIR dengan strategi vaksinasi, yaitu

vaksinasi konstan dan vaksinasi berkala.

(2) Didefinisikan suatu fungsi vaksinasi, yaitu

σ∗ =

{
0 ; jika cos(ωt+ φ) ≤ 0,

σ(cos(ωt+ φ)) ; jika cos(ωt+ φ) > 0.

(3) Dari analisis kestabilan model yang dikaitkan dengan parameter ambang batas,

diperoleh:

• Titik ekuilibrium bebas penyakit (Eb) stabil asimtotik jika Rv < 1 dan

sebaliknya tidak stabil jika Rv > 1.

• Titik ekuilibrium endemik (E∗
b ) stabil asimtotik jika Rv > 1 dan sebaliknya

tidak stabil jika Rv < 1.

(4) Hasil analitik telah dikonfimasi dengan hasil numerik yang menggunakan data

penyakit TBC di Provinsi Sumatera Barat tahun 2018 dengan menampilkan

grafik solusi dan potret fasenya. Pemberlakuan pemberian stategi vaksinasi

kepada populasi efektif sebagai pencegahan awal dalam menekan penyebaran

penyakit dan menekan laju jumlah individu yang terinfeksi, walaupun individu

yang terinfeksi masih ada di dalam populasi.
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