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Abstract. Some research about cycle permutations and disjoints on cycle nonempty
sets has been posted in some papers. However, the degree of the generalization of this
result is varies. In this paper we studied the notion disjoint to be applied in arbitrary
collections of permutations on arbitrary nonempty sets.
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1. Pendahuluan

Pada bagian ini diberikan beberapa definisi dari permutasi, Sym(S), S, cycle dan
permutasi.

Definisi 1.1. [3] Jika S adalah himpunan tak kosong, maka permutasi (simetri)
a pada S adalah pemetaan satu-satu dan pada, o : S — S. Himpunan semua per-
mutasi pada S dinotasikan dengan Sym(S). Jika S berhingga dengan orde n maka
Sym(S) ditulis dengan S, dan Sym(S) disebut sebagai himpunan dari permutasi-
permutasi pada n buah elemen. Dalam hal ini S dapat direpsesentasikan sebagai
S =A{arti-

Jika n adalah bilangan bulat positif, maka permutasi o« € Sym(S) adalah siklik
dengan panjang n jika dan hanya jika ada subhimpunan hingga {a;}7_, dari S
sedemikian sehingga o(a;) = a;p1 untuk, 1 <i <n-—1, ala,) = a1 dan a(x) = x
untuk setiap x € S — {a;}"_,. Dalam hal ini dapat ditulis o = (a1,a2,-+ ,an).
Pemetaan identitas pada S dinotasikan dengan 1.

Jika Sym(S) dioperasikan dengan komposisi fungsi maka akan terbentuk grup
disebut grup permutasi pada S. Untuk itu perlu konsep titik tertentu, yang dapat
dilihat dari definisi berikutnya.

Definisi 1.2. [3] Misalkan S adalah himpunan tak kosong, p,q € S dan « €
Sym(S). Maka p adalah titik tetap dari o, jika dan hanya jika a(p) = p ; q adalah
titik transient (titik sementara) dari o jika dan hanya jika a(q) # q. Himpunan
dari titik tetap dari o adalah Fy = {x € S|la(x) = x}. Sebaliknya himpunan dari
titik transient (titik sementara) dari o adalah T, = {x € S|a(z) # x}.

Untuk setiap o € Sym(S), S — F, =T, dan S — T,, = F,. Akibatnya, jika F,
dan T, tidak kosong maka F,, dan T, tidak kosong {F,,T,} partisi S. Untuk lebih
jelasnya lihat Proposisi 1.3 berikut.
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Proposisi 1.3. [3] Misalkan a € Syms(S).

(1) Fy dan T, adalah himpunan yang merupakan komplemen untuk suatu sama
lain yang relative pada S.
(2) Jika F, dan T, tidak kosong, maka (Fy,Ts) adalah partisi dari S.

Bukti.

(1) Ini sudah jelas dari Definisi 1.2 bahwa F,, C S dan T, C S. Selanjutnya untuk
setiap x € F,, jika dan hanya jika a(z) = 2 dan jika dan hanya jika « ¢ T,.
(2) Hasil telah ditunjukkan oleh bagian (1). O

Teorema 1.4. [3] Misalkan o € Sym(S) dan x € S.

(1) Jika x € F, maka o™ € F,, untuk setiap bilangan bulat n

(2) Sebaliknya, jika o™(x) € F,, untuk suatu bilangan n, maka x € F,

(3) Jika a™ € F, untuk beberapa bilangan bulat n, maka o™ (x) € F, untuk setiap
bilangan bulat n.

Bukti.

(1) Jika z € F,, maka o(z) = x (gunakan definisi 2). Jadi untuk setiap bilangan
bulat n.
a(z) € S, dan afa™(z)] = " (z) = a"[a(x)] = a"(z).
Oleh karena o"(z) € F,, (Gunakan definisi 2).

(2) Jika o™(x) € F, untuk beberapa bilangan bulat n maka a[a"(x)] = a™(z)
menurut definisi 2. Selanjutnya a=" = (a™)~! € Sym(S).

(3) Jika o™(z) € F, untuk beberapa bilangan bulat n, maka x € F, merupakan
bagian (2). Karena x € F,, maka a™(z)F, untuk setiap bilangan bulat n untuk
bagian (1). |

Titik sementara memiliki sifat analog pada Teorema 1.4 untuk titik tetap, di
lain pihak dalam menyusun sifat, kita gunakan Proposisi 1.3.

Proposisi 1.5. [3] Misalkan o € Sym(S) dan xz € S.

(1) Jika x € T,, maka o™(z) € T, untuk setiap bilangan bulat n.

(2) Sebaliknya, jika o™ (x) € T, untuk beberapa bilangan n, maka x € T,

(3) Jika o™ (x) € T, untuk beberapa bilangan bulat n, maka a"(x) € T, untuk
setiap bilangan bulat n.

Bukti.

(1) Jika = € T,, gunakan Proposisi 1.3. Oleh karena itu o™ (z) ¢ F, untuk setiap
bilangan bulat n. Ini merupakan kontrapositif dari Teorema 1.4(2). Karena
x € T, untuk setiap bilangan bulat n, berdasarkan Proposisi 1.3.

(2) Jika a™(x) € T, untuk beberapa bilangan bulat n maka o™(x) ¢ F, meng-
gunakan Proposisi 1.3. Selanjutnya x ¢ F, kontraposisi dari Teorema 1.4(1)
karena x € T,.
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(3) Jika a"(z) € T,, untuk beberapa bilangan bulat n, karena = € T, maka o™ (z) €
T, untuk setiap bilangan bulat n. O

Proposisi 1.6. [3] Misalkan o € Sym(S) dan x € S, maka berlaku

(1) x € Fy jika dan hanya jika ax) € Fy.
(2) x € T, jika dan hanya jika a(x) € T,.

Bukti.

(1) Jika = € F, maka a(r) € F, gunakan Teorema 1.3 (1) Pilih n = 1 berarti
afz) € F,. Sebaliknya jika, maka x € F,.
Dari Teorema 1.3 (2) untuk n = 1.

(2) Jika z € T, maka a(x) € T,, berdasarkan Proposisi 1.4 (1) berati a(z) € T,
untuk setiap bilangan bulat n. Pilih n = 1 berarti a(z) € T, |

Selanjutnya akan dilihat definisi permutasi disjoint, cycle dan permutasi grup
sebagai berikut.

Definisi 1.7. [3] Misalkan «, 8 € Sym(S). Maka o dan 8 adalah dijoint jika dan
hanya jika T, N Ts = 0. Khususnya, jika o = (a1, - ,ax) dan B = (b1, -+ ,by)
adalah siklik-siklik di Sym(S), maka o dan B adalah disjoint jika dan hanya jika
a; # b; untuk setiap i dan j sedemikian sehingga 1 <i <k dan 1 < j < m. Sebuah
koleksi C' dari permutasi-permutasi di Sym(S) merupakan disjoint jika dan hanya
jika o dan 8 adalah disjoint untuk setiap o, 5 € C, yang mana o # (.

Bagian akhir dari Definisi 1.7 menimbulkan pernyataan ada atau tidak sebuah
permutasi yang dapat disjoint dengan sendirinya. Artinya jika S adalah sebuah
himpunan tak kosong dan o € Sym(S).

Proposisi 1.8. [3] Misalkan o € Sym(S). Maka o adalah disjoint dengan dirinya
sendiri (artinya o dan o adalah dijoint) jika dan hanya jika o = 15.

Bukti. Karena 1,(x) = () untuk setiap x € S atau Fy, = S, gunakan Definisi 1.2,
sehingga T, = Ty_ = (). Selanjutnya tentu 77, N7y, = . Menurut Definisi 1.6 hal
ini berarti « disjoint dengan dirinya sendiri. O

Hasil kekomutatifan untuk permutasi ditemukan dalam Teorema 1.9 berikut.

Teorema 1.9. [3] Misalkan o, € Sym(S). Jika o, 8 adalah disjoint maka off =
Ba.

Bukti. Misalkan o dan 3 adalah permutasi disjoint di Sym(S). Berarti T,,NTs = (.
Untuk setiap « € S, berlaku salah satu dari

(1) zeT,

(2) x € TB
(3) €85~ (ToU(TP)
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Catat bahwa S — (T, U (T8) = (S — Ty) N (S — T3) = F, N Fg, menurut Proposisi
1.3. Untuk menunjukkan bahwa, jika oo dan 5 disjoint maka a8 = fa, Vo € S, maka
harus ditunjukkan bahwa hal ini berlaku untuk ketiga kemungkinan tersebut.

(1) Untuk = € T, berlaku (af)(z) = (Ba)(x)
(2) Untuk z € T berlaku (af)(z) = (Ba)(z)
(3) Untuk z € F, N Fp berlaku (af)(z) = (Ba)(x) |

Selanjutnya lihat Proposisi 1.10 berikut.

Proposisi 1.10. [3] Misallkan o, 8 € Sym(S). Jika F, U Fg = S, maka a8 = Ba.

Bukti. Diketahui F,,UFz = S, berarti S—(F,UF3) = 0 atau (S—F,)N(S—F3) = 0.
Menurut Proposisi 1.2, T, = S — F, dan Tg = S — Fpg berarti T, N T = 0.
Karena T,, N T = ), berdasarkan Definisi 1.7, maka « dan /3 disjoint. Selanjutnya,
berdasarkan Teorema 1.8 hal ini berarti a8 = SBa. O
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