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Abstrak. Misalkan matriks A adalah suatu matriks singular. Maka sistem Axj,41 =
Bxp, +f5, tidak mempunyai solusi. Hal ini disebabkan adanya kondisi awal yang tidak da-
pat memberikan solusi untuk sistem. Kondisi awal yang dapat memberikan solusi untuk
sistem disebut sebagai kondisi awal yang konsisten. Perlu diperhatikan bahwa solusi x,
untuk sistem mungkin positif atau mungkin saja non positif. Solusi x,, dikatakan positif
jika x; > 0 untuk setiap ¢ = 1,2,--- ;n dan dikatakan non positif jika z; < 0 untuk
setiap i = 1,2, --- ,n. Jika solusi x, untuk sistem adalah positif maka x, dikatakan so-
lusi positif dari sistem singular diskrit. Dalam tulisan ini akan diuraikan tentang syarat
untuk kepositifan dari solusi sistem singular diskrit dengan menggunakan invers Drazin.

Kata Kunci: Sistem singular diskrit, invers Drazin

1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem singular diskrit sebagai berikut.
AXn+1 = BXn + fn, n e Z+, (11)

di mana A,B € R"™™", dan x,, f, € R". Notasi R"*" menyatakan himpunan
matriks-matriks riil berukuran r x r, R7*" menyatakan himpunan matriks-matriks
riil berukuran r x r yang entri-entrinya non negatif, R”*" menyatakan himpunan
matriks-matriks riil berukuran r x r yang entri-entinya non positif, R” meny-
atakan himpunan vektor berdimensi r, Z; menyatakan himpunan bilangan bulat
non negatif, dan C menyatakan himpunan bilangan kompleks. Sistem (1.1) disebut
sebagal sistem singular diskrit [5].

Jika A adalah matriks non singular, maka dalam [5] telah diperoleh bahwa solusi
dari sistem (1.1) adalah sebagai berikut.

Xn = (A71B)"x + Ti(A_lB)"‘i‘l(A‘lfi). (1.2)
=0

Jika A adalah singular, sistem (1.1) mungkin tidak memiliki solusi. Hal ini dise-
babkan adanya kondisi awal yang tidak dapat memberikan solusi untuk sistem (1.1).
Kondisi awal yang dapat memberikan solusi untuk sistem (1.1) disebut sebagai kon-
disi awal yang konsisten [5].

Dalam [5], Kaczoreck menyatakan bahwa jika A adalah singular, maka sistem
(1.1) mempunyai solusi untuk suatu kondisi awal yang konsisten xg, jika det(AA —
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B) # 0 untuk suatu A € C. Jika kondisi ini terpenuhi, maka solusi sistem (1.1)
adalah

k—1
= (APB)"AAPx, + AP Z APB)n=i=Uf; — (I — AAP) Y (ABP)'BPY, 1.,
=0 =0
di mana A = (AA — B)"*A, B= (M — B)"'B, f, = (AA — B)"'f, dan k adalah
indeks dari matriks A.
Perlu diperhatikan bahwa solusi x,, mungkin positif dan mungkin saja non posi-
tif. Jika solusi x,, untuk sistem (1.1) adalah positif untuk setiap n € N, maka sistem

(1.1) dikatakan sistem singular diskrit positif. Dalam tulisan ini akan dikaji syarat
yang menjamin agar solusi sistem (1.1) adalah positif untuk setiap n € N.

2. Solusi Positif dari Sistem Singular Diskrit

Pada bagian ini akan dikaji tentang bagaimana proses mendapatkan solusi posi-
tif dari sistem singular diskrit. Asumsikan bahwa matriks A adalah singular dan
det(AA — B) # 0 untuk suatu A € C, maka terdapat A € C sedemikian sehingga
(A — B)7! ada.
Dengan mengalikan sistem (1.1) dengan (AA — B)~!, diperoleh
(M — B)'4x,.1 = M — B)"'Bx, + (M4 — B)"'f,

Ax,41 = Bx, +1, (2.1)

di mana

A=(MA-B)'A, B=(A-B)"'B, f,= 0\ A - B)"f,. (2.2)
Lema 2.1. [5] Untuk matriks A dan B yang didefinisikan dalam persamaan (2.2)
berlaku,
BA = AB.
Bukti. Berdasarkan persamaan (2.2), diperoleh
M—-B=XMM-B)'A-(M-B)"'B
=(M-B)"' (M - B)
=1,
atau dapat ditulis
B=MM-1I.
Akibatnya

-~

BA= (M —1)A=AMA—1I)= AB. O
Dalam Lema 2.2 berikut diberikan solusi umum dari sistem singular diskrit.

Lema 2.2. [5] Solusi umum dari persamaan (2.1) adalah
n—1 k—1
= (APB)"AAP zg+ AP Y (AP B)"17f,—(1-AAP) Y “(ABP)'B"f, ., (2.3)
i=0 1=0
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-~

untuk n > 1, di mana k = ind(A).

Bukti. Untuk membuktikan bahwa (2.3) memenuhi (2.1), akan ditunjukkan bahwa
Axp i1 — Bx, =1,

Dengan mengalikan matriks A dengan x,1, diperoleh

k—1
Ax,i1 = (APB)" Ax, + Z APB)" T AAPE, — (I — AAP) N (ABP)* ', i
=0 =0
Dengan mengalikan matriks B dengan x,, , diperoleh
R A R n—1 A R N k—1 R %
Bx, = (APB)" ™ Axo + > (APB)"7'f; — (I - AAP)> (ABP)%,
i=0 1=0
Selanjutnya,
Axp i1 — Bx, = (APB)"*' Ax, + Z (AP B)"—* AAPE, — (I — AAP) Z I i
1=0 1=0
PN N n—1 U N N k—1 N
—[(APB)" " APxo + > (APB)"'f — (I — AAP) Y (ABP)'f, 4]
i=0 i=0
_ (ADB)n+1AXO _ (ADB)nJrlADXO + Z(ADB)nizAADfZ _ Z(ADB)nfz
i=0 i=0
R k—1 Sy k—1 Ty
f; — Yy piv + (I — AAP) N (ABP)E, 4,
’L:O =0
noo R n—1 k—1
= (APB)"TAAPE, - Y (APB)"TE, — (I - AAP) Y [(ABP)!
0 i=0 i=0

)Ti»

Burizr — (ABP)E, ]
—1
= AAPE, + (1 = AAP) Y [(ABP) Husi = (ABP) ™ Hosii]

??‘

> -
_ O

= AAPE, + (I — AAP)S (£, — (ABP)f,41) + ((ABP)E, 41 — (ABP)?

~.
(=)

Fasa) + o+ (ABP) i — (ABP) Muppon) + (ABP)
frin-1 — (ABP)"E,14)]

= AAPE, + (I — AAP)[E, — (ABP)¥E, 4]

= AAPE, + (I — AAPYE, — (I — AAD)(ABD)’“?n+k

= AAPE, +1, — AAPE, — (ABP)¥t, o), + (AAP)(ABP)¥E, 44

~

— AAPE, +1, — AAPY,

I
;:)

Jadi, solusi (2.3) memenuhi sistem (2.1). O
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Dalam Teorema 2.3 berikut diberikan syarat cukup untuk kepositifan dari solusi
sistem singular diskrit.

Teorema 2.3. [4] Misalkan A, B € R"™*" sedemikian sehingga

(i) Semua elemen diagonal dari matriks E, AP dan B adalah tidak nol,
(ii) A=< 0, AP < 0, dan B < 0,
(iii) f, = 0 dan xy = 0.

Misalkan pula

x, = L, (xo) + 2z (n), (2.4)
di mana
n—1
L,(zo) = (APB)"AAPz + AP Y " (APB)"~""'f,,
i=0

dan z,(n) = —(1 — AAD) Zf;ol(A\ED)iED}nH. Maka =, >~ 0 untuk 1 <n < N,
jika vektor xy memenuhi,

g v L= AN SZ ABPY BOF, = S (A min] " (B~ 14,
) (A (AP) ™ (A (B))" i ()
Contoh.
6 89 20 2 3 —n —2
A=(000]|,B=|-818-10],f, = -2n—-4
1216 18 6 6 34 -3—6

—6.9732 x 1073 —9.2977 x 10~3 —1.0460 x 102
AP = | —7.5054 x 1073 —1.0007 x 10~2 —1.1258 x 102
—7.9313 x 1073 —1.0575 x 1072 —1.1897 x 102
dan
—6.794 x 1073 —9.0295 x 10~3 —1.0158 x 102
BP = | —7.2880 x 1073 —9.7466 x 10~3 —1.0933 x 102
—7.702 x 1073 —1.0270 x 1072 —1.1576 x 102

Untuk n = 1, diperoleh
(I — AAP)BPE, — [(AP)nin]r o

X0 >_' = = =
(dmax(AP))?(dmax (B)) (dmax(A)
1502.2
= | 1687.8
1723.7
1502.2
Misalkan x¢p = | 1687.8 |, sehingga diperoleh
1723.7
1573 1616 1659.5 1703.4 1747.8

x; = [ 1693 | ,xo = | 1739 | ,x5= [ 1786.1 | , x4 = | 1833.4 | ,x5 = | 1881.1
1789 1838 1887.5 1937.5 1987.9
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1600
Misalkan xp = | 1700 |, sehingga diperoleh
1800
1629.8 1674.4 1719.6 1765.2 1811.5
xy = | 1754.1 | ,xo = | 1802.2 | ,x3 = [ 1850.8 | ,x4 = | 1900.0 | ,x5 = | 1949.6
1853.1 1904.5 1955.9 2007.8 2060.3
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