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Abstrak. Pelabelan total pada graf G = (V, E) adalah pemetaan bijektif A dari V(G)U
E(G) ke {1,2,--- ,|V(G)|+|E(G)|}. Pelabelan total dikatakan pelabelan total sisi-ajaib
apabila untuk Yuv € E(G) berlaku A(u) + A(uv) + A(v) = k, untuk suatu bilangan
bulat positif k. Sedangkan pelabelan total dikatakan pelabelan total titik-ajaib apabila
untuk Vu € V(G) berlaku A(u) + XA(uv) = h, untuk suatu bilangan bulat positif h.
Dalam skripsi ini kita mencari pelabelan total ajaib pada gabungan graf bintang dan
beberapa graf segitiga.

Kata Kunci: Pelabelan total sisi-ajaib, pelabelan total titik-ajaib, graf bintang, graf
segitiga

1. Pendahuluan

Suatu pelabelan dari graf G = (V, E) adalah suatu pemetaan bijektif dari elemen
graf G ke himpunan bilangan bulat positif. Apabila daerah asal dari pemetaan hanya
himpunan titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik. Apabila daerah asalnya
hanya himpunan sisi, maka pelabelan disebut pelabelan sisi. Apabila daerah asal
merupakan gabungan dari himpunan titik dan sisi, maka pelabelan disebut pela-
belan total.

Misal terdapat G = (V, E) dengan |V(G)| = p dan |E(G)| = ¢. Notasi |V(G)|
berarti banyaknya titik pada G, sementara |F(G)| berarti banyaknya sisi pada G.
Suatu pelabelan total sisi ajaib pada graf G = (V, E) adalah pemetaan bijektif A
dari V(G) U E(G) ke {1,2,--- ,p + ¢} sedemikian hingga untuk setiap sisi uv di
G berlaku A(u) + A(uv) + A(v) = k, untuk suatu bilangan bulat positif k. Suatu
pelabelan total titik ajaib pada graf G adalah pemetaan bijektif A dari V(G)UE(G)
ke {1,2,--- ,p + ¢} sedemikian sehingga untuk setiap titik v di G berlaku A(u) +
> ven(u Muv) = h, untuk suatu bilangan bulat positif , dimana N(u) adalah
himpunan semua titik yang bertetangga dengan titik u. Pada tulisan ini akan dikaji
kembali tentang apakah terdapat pelabelan total ajaib pada gabungan graf bintang
dan beberapa graf segitiga.

2. Pelabelan Total Ajaib untuk Graf tK3

Untuk menentukan pelabelan total ajaib dari graf ¢ K3 akan digunakan lema berikut.
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Lema 2.1. [4] Himpunan bilangan bulat {1,2,--- ,3t} dapat dibagi menjadi t buah
himpunan yang beranggotakan tiga elemen, dimana jumlah elemen masing-masing
himpunan tersebut adalah %(3t + 1) jika dan hanya jika t gangil.

Bukti. Dapat dilihat bahwa jumlah dari semua anggota himpunan {1,2,--- 3t}
adalah %(3t + 1). Misalkan ¢ ganjil. Untuk ¢ = 1,2, --- , ¢, misalkan x; = (3t + 2i —
1)/2, di mana t+1 < z; < 2t dan misalkan y; = 3t—2i+2, di mana 2t+1 < y; < 3t.
Maka solusinya adalah {S1,Sa,- -+, S;}, di mana S; = {i,x;,y:}. |

Teorema 2.2. [4] Terdapat pelabelan total ajaid pada graf tKs, yaitu graf yang
terdiri dari t buah graf segitiga, jika t adalah gangil.

Bukti. Terdapat ¢ buah himpunan yang mana masing-masing himpunannya berisi
tiga elemen seperti yang didefinisikan pada Lema 2.1. Untuk masing-masing segit-
iga, label sisi adalah elemen dari himpunan-himpunan tersebut. Jika sisi uv diberi
label A(uv) = ¢, maka titik yang berseberangan dengan sisi wv diberi label 3t +
c. Begitu juga dengan sisi-sisi lainnya, sehingga diperoleh bobot sisi pada masing-
masing graf tK; adalah 6t +32 (3t + 1) dan bobot titik adalah 3¢t + 3(3t+1). O

3t+c 3t+f 3t+z
b a e d y X
* 8 @
3t+a ¢ 3t+b  3t+d  3t+e HER Ky

Gambar 2.1. Graf tK3, dengan ¢ ganjil

Untuk menentukan pelabelan yang merupakan pelabelan total ajaib pada tKj,
dengan t ganjil, digunakan beberapa lema berikut.

Lema 2.3. [3] Untuk sebarang bilangan bulat positif t ganjil, maka graf tKs mem-
punyai pelabelan total ajaib dengan bobot titik h dan bobot sisi k sehingga k —h = d
untuk d =1 atau d = 3.

Bukti. Notasikan himpunan titik V (¢K3) dan himpunan sisi E(tK3) untuk ¢ ganjil
sebagai berikut.

V(tKs) = {wi|l <i < thU{u|1 <i < thU{li]1 <i <t}
E(tKg) = {’Uili‘l S ) S t} U {ullz|1 S ) S t} U {uivi|1 S ) S t}.
Pandang dua kasus berikut.

Kasus 1. d =1.
Konstruksikan pelabelan terhadap titik dan sisi pada graf tK3 dengan ¢ ganjil,
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Gambar 2.2. Graf tK3, dengan t ganjil

A:V(tK3) U E(tKs) — {1,2,---,6t}, sebagai berikut.
)\(’Uﬂl) = a; = 21 — ].,

., | 3t—1,1i genap,
Aluils) = bi = {4t — i, i ganjil.
)\(UZ’UZ) =C; = 6 + L= ?j’ Z genz.i.p’

5t + 1 — i, ¢ ganjil,
)\(Ul) = T; = Q; —+ 17

3t —i+ 1, 1 genap,

)\ i) — i:bi 1= . . ..

(vi) =y + {4t—z—|—1,zgamll,
41— 6t+1—z'+1,z.genia.p,
5t+1—i+ 1, i ganjil.

Diperoleh bobot sisi untuk setiap sisinya adalah k& = 9¢ 4+ 2 dan bobot titik untuk
setipa titiknya adalah h = 9¢ + 1.

Kasus 2. d = 3.
Konstruksikan pelabelan terhadap titik dan sisi pada graf tK3, dengan ¢ ganjil,
A V(tKs)UE(tK3) — {1,2,...,6t} sebagai berikut.

A(Uili):ai:(;ii‘r)’
L 3t — 1 — 3¢, ¢ genap,
Mugli) = by = {6t — 1 — 3¢, 7 ganjil.
6t + 3 — 3¢, ¢ genap,
AMugv) = ¢ = i g i
(uivi) = ¢ {3t+3—3z,zganjﬂ,
)\(uz) =T; = a3 + 37
N _ [3t—1-3i+ 3,1 genap,
)‘(”z)—y’_bﬁ?’_{@’tl3i+3,iganjﬂ»
6t + 3 — 3i + 3, @ genap,

Ali) =z = ¢ = . . ..
(i) =z =ci+3 {3t+3—3z+3,zganpl.

Diperoleh bobot sisi untuk setiap sisinya adalah & = 9¢ + 3 dan bobot titik untuk
setipa titiknya adalah h = 9t¢.

Berdasarkan dua kasus di atas diperoleh bahwa graf K3, dengan ¢ ganjil mem-
punyai pelabelan total ajaib sehingga k — h = d untuk d = 1 atau d = 3. O

Pada Lema 2.4 berikut akan dibuktikan bahwa terdapat pelabelan total ajaib
untuk s buah graf tK3, dengan s dan ¢ ganjil.
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Lema 2.4. [3] Misal s dan t adalah bilangan bulat positif ganjil dan misalkan
terdapat pelabelan total ajaib untuk tKs3 dengan bobot titik h', bobot sisi k', dan
k' — h' = d'. Maka terdapat pelabelan total ajaib pada stKs3 dengan bobot titik h,
bobot sisi k, dan d = k — h memenuhi d = sd’.

Bukti. Misal terdapat pelabelan total ajaib untuk graf tK3 dengan bobot titik A/,
bobot sisi k', dan k' — h' = d’. Maka terdapat suatu konstanta r € Z*, di mana
r = a; + b; + ¢;, untuk Vi,7 = 1,2,--- ,t yang diperoleh dari penjumlahan bobot
titik untuk masing-masing titik dan bobot sisi untuk masing-masing sisi sehingga
K=r+2d dan b =r+d.

Notasikan himpunan titik V' (stK3) dan himpunan sisi E(stK3), dengan s ganjil
dan t ganjil sebagai berikut.

V(stK3) = {uij1<i<t,0<j<s—1}U{v1<i<t,0<j<s—1}
U{li 1 <i<t,0<j<s—1},

E(stK3) = {u; jvi |1 <i<t,0<j<s—1}U{v;li )1 <i<t,0<j<s—1}
U{uijlij1<i<t,0<j<s—1}

Dapat dilihat bahwa |V (stK3)| = 3st dan |E(stK3)| = 3st.

Zig Zjq Zis1
bio a0 b1 ays o e e b,y i 2 Ajs-1
Xi,0 Cio Yio Xin Ci1  Yia Xis-1  Cis Yis-1

Gambar 2.3. Graf stK3, dengan s dan t ganjil

Konstruksikan pelabelan terhadap titik dan sisi pada graf stK3, dengan s dan
t ganjil, A : V(stK3) U E(stK3) — {1,2,--- ,6st} sebagai berikut.

Awijli,j) = aij = sai — j,

sb; — 257322 i gena
Muijlij) = bij = { ' > genab,

2

s—j—2 . ..
sb; — ===, j ganjil,

s—j—1 .
sc; — j genap
) = — 2 ]
Muijvig) = cij = { o 2551 1
SC; — 2 , J ganjil,

)\(ui,j) =T;; = a;; + sd = sa; —J + Sdl,

Avig) = yij = bij + sd = {

sb; — 28_5_2 + sd', j genap,

sb; — *=1=2 4 sd', j ganjil, ’
sc; — ==L 4 sd', j genap
)\ l ) = 2 s = Ci s d/ = v 2. ’ ’
( 27]) Zlv] CZJ + S {SCZ' _ 2872]71 _|_ Sd/, .] ganjﬂ,

Diperoleh bahwa bobot sisi & untuk setiap sisi di stK3 dan bobot titik A untuk
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setiap titiknya adalah
, 3
k = sr+2sd — 5(8— 1),
, 3
h = sr+ sd —5(5—1),
sehingga

k_h:(sr+2sd’—g(s—l))—(sr—l—sd’—g(s—l))zsd’:d. O

Berdasarkan kedua lema di atas dapat dibuktikan teorema berikut.

Teorema 2.5. [3] Misalkan m adalah bilangan bulat positif gangil untuk setiap
d | 3m, maka terdapat pelabelan total ajaib dari mKs dengan bobot titik h dan bobot
sisi k sehingga k — h = d.

Bukti. Misalkan ¢ = 37’", dengan m ganjil dan d ganjil. Pandang dua kasus berikut.

Kasus 1. Misalkan 3 | q.
Jika 3 membagi ¢, dinotasikan dengan 3 | ¢, maka haruslah d | m. Dari Lema 2.3
telah diperoleh bahwa terdapat pelabelan total ajaib pada 7 K3 untuk % ganjil,
dengan bobot titik A’ dan bobot sisi k&’ sehingga k' — h’ = 1. Karena d adalah bi-
langan ganjil, maka berdasarkan Lema 2.4, terdapat pelabelan total ajaib terhadap
mK3 dengan bobot titik h dan bobot sisi k sehingga k — h = d.

Kasus 2. Misalkan 3 1 q.
Jika 3 tidak membagi ¢, dinotasikan dengan 3 1 ¢, maka haruslah 3 | d. Dari Lema
2.3 telah diperoleh bahwa terdapat pelabelan total ajaib 37’”[( 3 dengan bobot titik
h' dan bobot sisi k' sehingga k' —h' = 3. Karena ¢ dan % ganjil dan m = %q, maka
berdasarkan Lema 2.4, terdapat pelabelan total ajaib dari mK3 dengan bobot titik
h dan bobot sisi k sehingga k — h = d.

Dari Kasus 1 dan Kasus 2 terbukti bahwa graf m K3 untuk m ganjil mempunyai
pelabelan total ajaib. O

2.1. Pelabelan Total Ajaib untuk Graf K, 2 UmKs

Teorema 2.6. [3] Graf K12 UmKs adalah graf total ajaib jika dan hanya jika m
genap.

Bukti. (<) Misalkan m genap, maka m + 1 adalah bilangan ganjil. Dari Teorema
2.5 telah diperoleh bukti bahwa terdapat pelabelan total ajaib dari (m+1)Kj3. Cara
melabeli graf tersebut diperoleh dari konstruksi yang terdapat pada Lema 3.3. Ke-
mudian dilakukan proses derivative, yaitu proses penghapusan sisi yang mempunyai
label 1, selanjutnya semua nilai label titik dan sisi pada pelabelan sebelumnya diku-
rangi dengan 1. Maka diperoleh bobot sisi £ = 9¢ — 1 dan bobot titik h = 9t — 2.
(=) Misalkan m ganjil dan K; » U mK3 mempunyai pelabelan total ajaib. Di-
lakukan proses derivative, maka diperoleh bobot sisi k£ yaitu 9¢ — 1 dan bobot titik
h yaitu 9t — 2. Jadi terdapat pelabelan total ajaib pada graf K; 2 UmKs3, dengan
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5t 6t-1 at+1

4t-2:| 3t-3 :"52 cee 3t-1 2t-2

1 5t-1 4t-1 3 6t-2 3t-2 2t-1 4t 3t

| | | |
K1‘2 mK3

Gambar 2.4. Graf total ajaib K12 UmK3, dengan m genap

m genap. Ini kontradiksi dengan asumsi bahwa terdapat pelabelan total ajaib pada
Ki 2 UmKs3;, dengan m ganjil. O

Misal A adalah pelabelan total ajaib G dengan bobot titik A dan bobot sisi k
sehingga k — h = d. Akan ditentukan apakah graf K; ; UmKs, untuk m genap
adalah graf total ajaib.

Lema 2.7. [3] Misal ¢ adalah titik pusat dari graf bintang Ky s dan by, b, ..., bs
adalah titik lain dari bintang. Maka A(c) = d.

Bukti. Untuk sisi by ¢ berlaku w(bic) = k = A(c) + A(b1¢) + A(b1), sementara untuk
titik by berlaku w(by) = h = A(b1c) + A(b1). Karena d = k — h maka d = A(¢). O

Lema 2.8. [3] Misal M adalah label maksimum untuk pelabelan total terhadap graf
K s UmKs. Maka M = 6m + 2s + 1.

Bukti. Banyaknya titik pada K; UmK3 adalah s4 1+ 3m, sementara banyaknya
sisi adalah s + 3m. Karena M adalah label maksimum maka M = |V| + |E| =
6m + 2s + 1. O

Lema 2.9. [3] Misalkan h adalah bobot titik dan M adalah label maksimum. Maka

. w—d(m—kl).
2m + s

Bukti. Jumlah semua label K7 s UmK3 adalah
masing-masing K3 adalah h+k& dan untuk masing-masing i, A(b;)+A(b;c) = h, maka
jumlah label mKs = m(h + k) dan jumlah label K s = s(A(b;) + A(bic)) + A(c) =
sh+ A(c).

%. Karena jumlah label dari
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Jumlah semua label adalah
M(M+1)
2

m(h+ k) + A(c) + sh
m(h+d+ h)+ Xc) + sh
m(2h +d) +d + sh
= 2mh +md + d + sh
=(2m+s)h+d(m+1)
MOLED g0y
MOEEED — d(m + 1)
2m + s '

(2m + s)h =

h:

O

Lema 2.10. [3] Misal h adalah bobot titik dan s > 1 adalah jumlah sisi pada graf
Kis. Misal M adalah label maksimum dan d adalah selisih dari bobot sisi dengan
bobot titik. Maka

hs—1)<sp - E=Dy_ g

Bukti. Untuk titik ¢ berlaku :
h =d+ XX(bic)
h —d = XA(b;c).
Perhatikan bahwa M merupakan label terbesar, sehingga
EAbie) <M-0)+(M-1)+(M—-2)+---+(M—-(s—-1))

:sts(S_l).
2

Dengan menggunakan sifat pelabelan titik ajaib, berlaku A(b;c) = h — A\(b;), Vi =
1,2,---,s. Oleh karena itu,

h—d> sh— s — E= Y,

sh—h<sm— =Dy 4

hs—1) < s — =1y g O

Lema 2.11. [3] Misalkan s adalah banyak sisi pada graf Kis dan m adalah
banyaknya graf Ks. Maka

(s+2)

(s —3)(6m* +3(s+1)m+s Y4+ s5—1+d<(s—3)md.

Bukti. Substitusikan h dari Lema 2.9 ke dalam pertaksamaan yang terdapat pada
Lema 2.10.
MY (4 1)d

(s=1)
s (s—1) <s(M - )—d
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Kemudian substitusikan M dari Lema 2.9 dan kalikan kedua ruas dengan 2m + s.

(s—=1D((6m+2s+1)Bm+s+1)— (m+1)d) < (2m+s)(s((6bm+2s+1) — @) —d)

2
(s — 1)(18m? + 12ms + 9m + 2s° + 35+ 1 — md — d) < (2m+s)(s(6m+%+g) —d)

2
= (@m+5)(6ms + o+ 2 g
2 2 s s 2
6m~s + 3ms 76ms+375718m —9m —2s—1+d < mds —3md
2 2 82 S
m”(6s — 18) + m(3s —63—9)+8(?—5—2)+d—1§(s—3)md
Faktorkan (s — 3) dari pertaksamaan di atas.
2 83 82
(s —3)md > 6m (573)+3m(s+1)(573)+57572s+d71,
2
= 6(s — 3)m? +3(s ~ (s + Dm + (s - H TP 1o 140,
2
:(5—3)(6m2+3(s+1)m+s(5; )\ bs—1+4d
O

Lema 2.12. [3] Misalkan s adalah banyak sisi pada graf Kis dan m adalah
banyaknya grof Ks. Maka

(s —3)(6m? +3(s + 1)m) < (s — 3)md.

Bukti. Berdasarkan Lema 2.11, diperoleh

(s —3)md > (s—3)(6m2—|—3(s—|—1)m—|—s(5+2))+5—1—|—d,
= (s—3)(6m2—|—3(s—|—1)m)—|—(s—3)(ss+2)—|—3—1+d.
Jika s > 3, maka haruslah
(5—3)(3(8—;2))+8—1+d>0.
Sehingga diperoleh bahwa
(s —3)(6m? + 3(s + 1)m) < (s — 3)md. o

Lema 2.13. [3] Misalkan s adalah banyak sisi pada graf K1 s. Agar graf G total
ajaib maka haruslah s = 2.

Bukti. Jika s > 3 dan m = 0, maka dari Lema 2.12 diperoleh 0 < 0. Dari Lema
2.12 diperoleh bahwa 6m + 3(s+ 1) < d. Jika s > 3 dan m > 0, maka Lema 2.8 dan
Lema 2.12 menyatakan M = 6m 4+ 2s + 1 < 6m + 3s + 3 < d. Tapi, pada Lema 2.7
menyatakan M > d. Jika s = 1, maka A\(b1) = d = A(¢). Jadi K; s UmKj3 bukan
graf total ajaib. Agar G = K, s UmK3 graf total ajaib maka haruslah s = 2. m|
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Berdasarkan Lema 2.7 — Lema 2.13 dapat dibuktikan Teorema 2.14 berikut.

Teorema 2.14. [3] Untuk sebarang m > 0 dengan m genap dan s > 1, graf G =
K1 s UmKs adalah graf total ajaib apabila s = 2.
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