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Abstrak. Tulisan ini membahas tentang penurunan interpolasi splin kubik untuk kasus
syarat batas periodik dengan lebar selang sebarang. Interpolasi jenis ini digunakan untuk
menghampiri data yang memiliki sifat periodik dengan siklus tunggal. Dari hasil simulasi,
diperoleh hasil interpolasi yang sangat baik dalam menghampiri data periodik.

Kata Kunci: Interpolasi splin kubik, batas periodik

1. Pendahuluan

Penentuan nilai taksiran di antara titik-titik data yang diketahui dinamakan
masalah pencocokan kurva (curve fitting). Salah satu pendekatan alternatif yang
digunakan untuk menyelesaikan masalah pencocokan kurva adalah dengan menerap-
kan polinomial orde rendah terhadap subkumpulan titik data. Polinomial ini disebut
dengan fungsi splin.

Interpolasi splin terdiri dari splin linier, splin kuadratik, dan splin kubik. Splin
kubik sering digunakan karena memberikan aproksimasi yang lebih tepat. Meskipun
turunan ketiga atau lebih tinggi bisa saja diskontinu, namun hal tersebut biasanya
tidak dapat dideteksi secara visual sehingga dapat diabaikan [4].

Tujuan interpolasi splin kubik adalah menurunkan suatu polinomial orde tiga
di setiap interval titik data (x;, z;41), yaitu

Si(@) = ai(x — 2:) + bi(x — 1) + ¢i(@ — 23) + dii = 1,2,....n,

dimana a;, b;,c; dan d; merupakan koefisien-koefisien yang nilainya akan dicari.
Splin kubik terdiri dari beberapa jenis yang dicirikan berdasarkan syarat batasnya,
seperti splin kubik alami, splin kubik berujung parabolik, splin kubik berujung
pangkat tiga, splin kubik periodik, dan splin kubik terapit. Splin kubik alami dan
berujung parabolik untuk lebar selang seragam (h = x;11 — x;) telah dijelaskan
dalam [1]. Splin kubik alami dan berujung parabolik tersebut kemudian dibahas
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secara umum untuk lebar selang sebarang (h; = x;41 — x;) dalam [2,5]. Dalam
makalah ini akan dibahas secara khusus splin kubik periodik untuk lebar selang
sebarang.

2. Interpolasi Splin Kubik
Diberikan n titik data di bidang—zy,

(xlvyl)a (I'Qa y2)7 ) (xnayn)
yang nilai-nilainya diketahui. Titik-titik data ini diinterpolasi dengan menggunakan
metode splin kubik, yaitu dengan membangun fungsi
Si(z), 1<z <1

Sa(x), x2 <z <umj3

S(z) = (2.1)

Spn—1(x), zp_1 <z <y
dimana S;(x),i=1,2,--- ,n — 1, adalah polinomial kubik yang didefinisikan oleh
Si(x) = ai(x — x;) + bi(x — 23)? 4+ il — x;) +dij, s <& < 241 (2.2)
dengan a;, b;, ¢;, dan d; adalah koefisien yang nilai-nilainya akan dicari.
Teorema berikut memberikan nilai-nilai dari koefisien a;, b;, ¢; dan d; yang meru-

pakan perumuman dari Teorema Interpolasi Splin Kubik dengan h; = z;41 — x4,
i=1,2-,n—1.
Teorema 2.1. [1](Interpolasi Splin Kubik) Diberikan n titik data (x1,y1), (x2,Y2),
- (T, yn) dengan h; = xip1 —xy, i =1,2,--- ,n—1, Splin kubik

ar(@ —21)3 + bi(x — 21)? + a1 (@ — 21) + di, x; <z <o

as(z — x2)3 + ba(z — x2)% + co(x — x2) + da, o <z <23
S(x) =

an—1(x —2n-1)% +bp_1(x —xn_1)?> + cn_1(x — Tp_1) + dn-1, Tn-1 <z < Ty
yang menginterpolasi titik-titik tersebut, mempunyai koefisien-koefisien yang di-
nyatakan dengan

M — M,
“= 1 O
b= "
2 (2.3)
oo Vit =Y (Mg +2M5)
T h/’l 6 (2
di = Yyi

untuk i =1,2,--- ,n—1, di mana M; = S"(x;), i =1,2,--- ,n
Bukti. Persamaan (2.2) dapat ditulis dalam persamaan (2.1) sebagai berikut:

S1(z) =ai(x—z1)° + bi(z —x1)? +c1(z —x1) + di,
1 <z <X
Si(z) :ag(mfx2)3+b2(1712)2+52(m71’2)+d2,
2 <z < w3
S(x) =« . (2.4)
Sp—1(x) = an—1(x — 2p-1)® + bp_1(x — 2p_1)% + cn_1(x — Tp_1)
+dn-1,

Tn-1 << Ty
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Turunan pertama dari S(x) adalah

Si(z)=3ai(z —z1)? +2b1(z — 1) +c1,
z1 <z < T2
Sh(z) = 3az(x —z2)? + 2ba(x — z2) + c2,
S'(z) = T2STS T3 (2.5)
S':Lfl(a:) = 3an—1($ - xn—l)g + an—l(x - xn—l) +cn-1,
Tn—1 Sz < Tp

dan turunan kedua dari S(z) adalah

SY(x) = 6ai(x —x1) + 2by,
1 Sx <@
SH(x) = 6as(z — x2) + 2bs,
S"(l‘) = ro <x < I3 (2.6)

! (x) = 6an_1(z — xp_1) + 2bp_1,
Tpo1 S x <2y

Selanjutnya persamaan (2.4), (2.5), (2.6) memenuhi keempat sifat berikut:

(1) S(z) melalui seluruh titik-titik data yang diketahui,
(2) S(x) kontinu pada interval [z1,x,],

(3) S'(z) kontinu pada interval [z, x,],

(4) S”(z) kontinu pada interval [z1, ,,].

Keempat sifat splin di atas akan digunakan untuk menentukan koefisien a;, b;, ¢;
dand;, i1 =1,2,--- ,n—1.

(1) S(x) melalui seluruh titik-titik data yang diketahui Karena S(x) melalui seluruh
titik data (z;,¥:), i = 1,2,--- ,n, maka berlaku

S(x1) = y1, S(x2) = y2, -+, 5(xn) = Yn- (2.7)

Karena z; € [x;,2;4+1] dari persamaan (2.1) dan (2.2) didapatkan S(z;) =
Si(z;) = d; dengan menggunakan n — 1 persamaan pertama pada persamaan
(2.7), diperoleh

di:yi,izl,Z,-u,n—l. (28)

Selanjutnya, dengan menggunakan persamaan terakhir pada persamaan (2.1)
dan persamaan (2.2) untuk = = x,,, dapat ditulis

S(In) = Sn—l(zn) = an—l(mn - In—l)S + bn—l(xn - xn—l)Q
+Cn_1(l‘n — xn_l) +dp_1. (29)

Dengan menggunakan persamaan terakhir pada persamaan (2.7), maka per-
samaan (2.9) dapat ditulis

an_1hi_1 + bn—lhi_l +cp_1hp_1+dp_1 = UYn,s (210)

dengan h,,_1 =, — Tp_1.
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(2)

S(x) kontinu pada interval [x1,z,] Karena S(z) kontinu pada 21 < x < z,
maka untuk setiap titik x; pada xs,x3,--- ,2,_1, berlaku

Si(xi+l) :Si+1($i+1), Z:].,Q, ,TL—2. (211)
Dengan menggunakan S;(z;) = y; dan persamaan (2.11) diperoleh
Si(xi+1):yi+1, i:2,3,"' ,n—l. (212)

Selanjutnya dengan menggunakan persamaan (2.4), maka persamaan (2.12)
menjadi

alh? + blh% + Clhl + d1 = Y2,

: (2.13)

an—2h§z_2 + bn—2hi_2 +cn—ohpn_o +dp_2 = yn_1,

dengan h; = z;41 — z;,i = 1,2,--- ,n — 2. Dari persamaan (2.10) dan (2.13)
dapat dibuat hubungan berikut:

alhf’ + blhf + Cl'hi + dl = yi+1, Z = 1, 2, e, N — 1 (214)

S’(x) kontinu pada interval [z1,z,] Karena S’(z) kontinu pada ©; < z < x,,
maka untuk tiap titik-titik interior pada xo, 3, -+ ,x,_1, berlaku

S;($i+1)25£+1(l‘i+1), i:1,2,'-- ,n—2. (2.15)

Dari persamaan (2.5), diketahui bahwa
Si(z)=cii=1,2,--- ,n—1 (2.16)

Substitusikan persamaan (2.5) ke ruas kiri persamaan (2.15) dan substitusikan
persamaan (2.16) ke ruas kanan persamaan (2.15), maka diperoleh

3a;h? + 2b;h; + ¢ = ciy1, i=1,2,--- ,n—2. (2.17)

dimana h,_1 =%, — Tp_1.
S"(x) kontinu pada interval [z, x,] Karena S”(z) kontinu untuk z; < z < z,,,
maka untuk tiap titik-titik interior pada zs, 3, ,z,—_1, berlaku

Sz{/(xi"!‘l) :Sgi‘,-l(xi"rl)? 1= 1727"' 7n_2' (218)
Dari persamaan (2.6), diketahui bahwa
SV (x;) = 2bii=1,2,- ,n—1 (2.19)

Substitusikan persamaan (2.6) ke ruas kiri persamaan (2.18) dan (2.19) ke ruas
kanan persamaan (2.18), diperoleh

6azhz+2bz :21)1'_;'_1, 1= 1,2,"' ,77,72 (220)

dimana hi = Tij41 — T5.
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Persamaan-persamaan (2.8),(2.14),(2.17) dan (2.20) membentuk sebuah sistem
dengan 4n — 6 persamaan linier. Sementara itu persamaan (2.14) memberikan

4n — 4 koefisien-koefisien yang tak diketahui untuk a;,b;,c; dan d;, i =1,2,--- |
n—1. Akibatnya, diperlukan dua persamaan tambahan untuk menentukan koefisien-
koefisien tersebut. Untuk mempermudah penulisan, misalkan

M;=8"(x;),i=1,2,-- ,n. (2.21)
Dengan mensubstitusikan persamaan (2.19) ke persamaan (2.21), diperoleh
Mi :2bl,Z: 1,2,"' ,’I”L*].

atau
M;
bi:i’i:LQ’”"n_l' (2.22)

Substitusikan nilai b; pada persamaan (2.22) ke persamaan (2.20), dan se-
belumnya telah diketahui bahwa pada persamaan (2.18) dan (2.19) maka 2b;1 =
Si(xi41), sehingga

6&1'}11‘ + Mz = SZ{I(SCH_l).
Karena S}'(z;4+1) = 5" (z;+1) dan persamaan (2.21), maka
My —M; |
ki el A S T N
6h1 7Z ) )

dengan menggunakan persamaan terakhir pada persamaan (2.6) untuk « = z,, dan
substitusikan nilai b; dengan ¢ = n— 1 pada persamaan (2.22) ke persamaan di atas
dan h,_1 = x,, — 1 serta S”(x,) = M, maka

a; = n—2. (2.23)

Mn - Mn—l
e 2.24
n—1 s (2.24)
Dari persamaan (2.23) dan (2.24) dapat ditulis kembali

My —M; |
= —, :1,27...7 — 1. 2.95
a oh i n (2.25)

Dari persamaan (2.23) dan (2.24) dapat ditulis kembali

My — M; .

ai:%T,z:l,27~-~,n—l. (2.26)

Terakhir, dengan mensubstitusikan nilai a,b dan d masing-masing pada persamaan
(2.26), (2.22) dan (2.8) ke persamaan (2.14), diperoleh

_Yi+1 —Yi [Mi+1 +2M;

s
' h; 6
Perhatikan bahwa nilai-nilai koefisien a;,b; dan ¢; bergantung pada nilai M;,

i =1,2,--- ,n yang belum diketahui. Nilai-nilai M; tersebut dapat dicari dengan
mensubstitusikan koefisien a;, b; dan ¢; pada persamaan (2.17), sehingga diperoleh

}hi,il,Q,m,nl (2.27)

6 [yi+2 —Yi+1  Yit1 — yz] — haM; + 2(hi + hip1)Mip
hita hi

+hit1Mito (2.28)
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dengan i =1,2,--- ,n — 2.
Persamaan (2.28) dapat ditulis kembali dalam bentuk matriks,

Hm = 6k, (2.29)
dimana
hi 2(hy + hg) ho e 0 0 0
0 ho 2(hg + hg) - -- 0 0 0
H = . : P
0 0 0 - 2(hp_3 +hp_2) hp—2 0
0] 0 0 cee hp—o 2(hp_2+hp_1) hp_1
Y3 —v¥2 Y2 -yl
Ml ho hy
M v4a— Y3 Y3 V2
2 hs ho
m = : k=
M Yn—1—"Yn-2 Yn—2 — YUn-—3
n—1 ho hp_3
M. Yn —Yn—1  Yn—1 " Yn—2
n
hp—1 hp—2

3. Splin Periodik

Splin periodik digunakan untuk menginterpolasi titik-titik (x1,y1), (x2,¥2), -,
(zn,yn) yang diasumsikan berada pada siklus tunggal dari kurva periodik (satu
periode) dengan periode x,, — 1. Dengan demikian splin periodik memenuhi syarat
batas berikut :

S(z1) = S(zn),

§'(w1) = §'(wn),

S"(z1) = 8" (x,).
Berdasarkan persamaan (2.7) dan syarat batas (3.1), diperoleh
Y1 = Yn- (3.4)
Karena telah dimisalkan S/ (x) = M; maka syarat batas (3.3) dapat ditulis ulang

—~~
o =
~—

menjadi
M, = M,. (3.5)
Selanjutnya berdasarkan persamaan (2.16) dan syarat batas (3.2), diperoleh
S'(z1) = 1. (3.6)
Dari persamaan (2.17) dihasilkan S, ;(x;11) = ¢it1, sehingga dengan persamaan
(2.5) untuk x = x,, dan syarat batas (3.2), diperoleh
S'(x,) =S _1(x) = 3an_1h®_ | +2by_1hp_1 4 Cn_1, (3.7)
dengan h,,_1 = x, — Z,_1. Substitusikan persamaan (3.6) dan (3.7) ke syarat batas
(3.2) serta gunakan nilai koefisien pada persamaan (2.3), sehingga diperoleh
V21 Yn = Yna My 2 My hnoa My

hl hn—l 6 6 6
Qhpy_1Mp_1  Ghy_1 M, _
_n16"1+ ”6”1 (3.8)

3hn—1Mn _ 3hfn—1]\4n—1

* 6 6
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Substitusikan persamaan (3.4) dan (3.5) ke persamaan (3.8), diperoleh

6|¥2 Y1 Y17 Un-1) 2(hy + hp_1)Mi + hy Ms
hl hn—l

Fhp 1 Mpy_q. (3.9)
Perhatikan persamaan (2.17) untuk ¢ = n — 2 dan menggunakan koefisien pada
persamaan (2.3), maka

Yn — Yn—-1 - Yn—1 — Yn—-2 hn—an + 2hn—an—1 hn—QMn—l

Pn—1 Pne 6 6 6
2hn72Mn72 6hn72Mn72
— 3.10
3hn72Mn71 o 3hn72Mn72
6 6 '
Substitusikan persamaan (3.4) dan (3.5) ke persamaan (3.10), sehingga
6 Y1 — Yn—1 N Yn—1 — Yn—2 _ hn—lMl + hn_2Mn_2
hn—l hn—2
+2(hn_1 + hn_Q)Mn_l. (311)

Dengan menambahkan persamaan (3.5), (3.9), dan (3.11) ke persamaan (2.28),
dapat ditulis dalam bentuk matriks berikut:

Hym = 6k, (3.12)
dimana
2(h1 + hpn—-1) hy 0 0 hn—1
h1 Q(hl +h2) ho 0 0
0 ho 2(h2+h3) 0 0
Hy = : S _ :
0 0 0 hn—3 0
0 0 0 coo 2(hp_3 + hn_2) hn_2
hp—1 0 0 hp_2 2(hn—2 + hn_1)
r Y2 —Y1 Y1 —Yn-1 T
Ml hl hnfl
Ys — Y2 Y2 — Y1
Mo s o
m —= . ,k =
Yn—1 — Yn-—-2 Yn—2 — Yn-3
My 2 hn—3
Mn—l Yo —Yn—-1  Yn-1 " Yn-2
L hn—1 hp_2 4

4. Contoh Kasus

Diberikan titik-titik data pada Tabel 1 yang dibangkitkan dari fungsi f(z) = sin(z)
pada [0, 27]. Titik-titik data tersebut akan diinterpolasi dengan fungsi splin periodik
sehingga menghasilkan kurva yang mulus.

Dari Tabel 1, maka banyak titik data yang akan diinterpolasi adalah n = 5.
Selanjutnya substitusikan nilai-nilai pada Tabel 1 ke persamaan (3.12) diperoleh
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Tabel 1. Titik-Titik Data Fungsi Periodik

T Y 3T
122
z | 0 5 (15 B m
0 1 - -1 0
22
T ™ Y T
Mlolalmla
sistem persamaan berikut:
21 il 0 g 0
™ 527r LA My —21
9 3 3 Mo iy
23 5 Mg | 5
0 g 2T — 3 o
m 0 27 % My %711'
2 3 o

Akan dicari nilai My, My, M3 dan M, dengan menggunakan operasi invers pada
aplikasi MATLAB, sehingga diperoleh

M, —0.0131
My|  |—1.1841
Ms| = | —0.4428
My 1.2366

Karena syarat batas splin periodik, sehingga M; = M5 = —0.0131.
Selanjutnya akan dicari nilai-nilai koefisien a;, b;, ¢; dan d;, sehingga

M1 — M,
(1) a; = —%T , maka
a1 = —0.1242, ay = 0.118, a3 = 0.1336, dan as = —0.1326 .

(2) b; = %, maka

b1 = —0.0066, by = —0.592, bs = —0.2214, dan by = 0.6183.
3) ¢ = yz+1h— Yi Mi+1(;i- 2Mi:| h; . maka

c1 = 0.9535, ¢y = 0.0131, 5 = —0.8387, dan ¢4 = —0.0074.
(4) di = y;, maka

1
d1:0,d2:1,d3:§,dand4:—1.
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Koefisien yang telah diperoleh, disubstitusikan ke persamaan (2.1), sehingga

S1(x) = —0.1242(x — 0)3 — 0.0066(z — 0)2 + 0.9535(z — 0),
0<z< T
-T2

Sa(z) = 0.118(z — 2)3 ~0.592(z — g)Z +0.0131(z — g) 41,

Ty T
-6 5m 5m Sm
S3(x) = 0.1336(z — €)3 —0.2214(z — ?)2 —0.8387(z — F) +
om <z< 3%
3 3 3
Si(z) = —0.1326(z — Eﬂ)?’ +0.6183(z — g)2 — 0.0074(x — 7“) —1,

3
Mg <on
2

[\

1
29

=]

9

Dengan menggunakan aplikasi Matlab, kurva splin kubik periodik dan kurva fungsi

sinus diplot dalam satu gambar, maka akan terlihat seperti pada Gambar 1. Dari
gambar dapat dilihat bahwa kurva splin kubik dapat mengaproksimasi kurva fungsi
sinus dengan cukup baik.

o [xyl
splin kubik periodik
fungsi sinus I

05F

05k

Gambar 1. Kurva Splin Kubik Periodik dan Kurva Sinus Digabungkan

5. Kesimpulan

Dari penelitian yang telah dilakukan, dapat disimpulkan bahwa :

(1) Fungsi splin kubik S(x)

aj(x —x1)3 +bi(x —21)? +cr1(z— 1) + dy,
1 <x <2
as(x — 22)% + bo(x — 22)% + co(x — 22) + do,
22 <x < T3

an-1( — 2p-1)> + bp_1(x — 2p_1)? + Cno1 (@ — 1) + dyr,
Tpo1 S x <y
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memenuhi sifat-sifat berikut :

(a) S(z) melalui seluruh titik-titik data yang diketahui,
(b) S(x) kontinu pada interval [x1, z,],
(c) S

(d) S”(x) kontinu pada interval [x1, zy].

’(x) kontinu pada interval [x1, x,],

Dari keempat sifat-sifat di atas dapat diperoleh nilai-nilai koefisien a;, b;, ¢; dan
d;.
(2) Splin kubik periodik memiliki tiga syarat batas, yaitu:
(a) S(z1) = S(zn),
(b) §'(x1) = 5" (2n),
(c) §"(w1) = 5" (2n).

Dari ketiga syarat batas tersebut diperoleh :

(a) Y1 = Yn,
(b) My = Mo,
(c) 6 y2h—1y1 - ylh_y?_l =2(hy + hp—1)M1 + hi Mz + hy—1 My, 1,

dimana M; = S/(z),i=1,2,--- ,n.

(3) Penambahan syarat batas splin periodik di atas menghasilkan sistem persamaan
matriks berukuran (n — 1) x (n — 1).

(4) Penggunaan interpolasi splin kubik periodik cukup baik dalam menghampiri
data yang memiliki sifat periodik dengan siklus tunggal.
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