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Abstrak. Dalam penelitian ini diselesaikan masalah nilai batas untuk persamaan
diferensial fraksional linier orde 2a dengan turunan tipe Caputo. Teorema-teorema
utama menyajikan bentuk umum dan bentuk khusus solusi dari persamaan diferensial
serta beberapa contoh yang mengilustrasikan teorema utama yang dipaparkan.

Kata Kunci: Masalah nilai batas, persamaan diferensial fraksional linier orde 2c,turunan
tipe Caputo

1. Pendahuluan

Persamaan diferensial fraksional adalah suatu persamaan yang memuat satu
atau beberapa fungsi tak diketahui beserta turunan-turunan fraksional terhadap
satu atau beberapa variabel bebas. Persamaan diferensial fraksional pertama kali
diperkenalkan oleh L’Hopital pada tahun 1695. Bentuk umum persamaan dari
diferensial fraksional linier orde na dengan o € (m — 1,m), m, n € N, diberikan
oleh persamaan berikut [7]:

D™z (t) + ar DV (1) + aa DT TD%%(8) + - + anx(t) = f(2), (1.1)

dimana D™ menyatakan turunan fraksional orde na dan a;, j = 1,2,3,---,n
adalah konstanta.

Beberapa peneliti sebelumnya telah menggunakan operator turunan Caputo
dalam penelitiannya, salah satunya oleh ’Aisy dan Husna dalam literatur [1], yaitu
solusi sistem persamaan diferensial fraksional linier orde fraksional dengan turunan
tipe Caputo serta oleh Sari dan Baqi dalam literatur [5], yaitu penggunaan metode
Mittag-Leffler untuk menyelesaikan persamaan diferensial fraksional linier dengan
koefisien konstan, dimana juga menggunakan operator turunan tipe Caputo. Dalam

*penulis korespondensi
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artikel ini kembali akan digunakan turunan tipe Caputo dalam menyelesaikan per-
samaan diferensial fraksional linier orde 2a berikut.

D**2(t) + agD*x(t) + box(t) =0, t € [to,t1], to >0, (1.2)
dengan syarat batas
l‘(to) = To, x(tl) =T, (13)

yang dalam hal ini ag, by merupakan konstanta dan D% adalah turunan fraksional
tipe Caputo orde «. Persamaan (1.2) bersama syarat batas (1.3) disebut sebagai
masalah nilai batas untuk persamaan diferensial fraksional orde 2. Pada artikel ini
akan dibahas formulasi eksplisit solusi persamaan (1.2) dengan syarat batas (1.3)
yang merujuk pada literatur [9] yang mana membahas tentang solusi sistem per-
samaan diferensial. Adapun tujuan penulisan artikel ini adalah untuk mengetahui
secara eksplisit solusi dari persamaan (1.2) dengan syarat batas (1.3) dimana nilai
a berada pada selang m —1 <a<m, a€R, meN.

2. Landasan Teori

Dalam bab ini akan dijabarkan beberapa teori terkait dengan permasalahan yang
akan dibahas pada bab selanjutnya, yaitu fungsi Gamma, fungsi Beta, fungsi
Mittag-Leffler, dan turunan fraksional tipe Caputo.

Definisi 2.1. [11] Fungsi Gamma dinyatakan sebagai T'(n), didefinisikan sebagai
berikut:

I'(n) = /m"fle*w dr, n>0.
0

Definisi 2.2. [8] Fungsi Beta didefinisikan sebagai berikut:

1
B(p,q) = /fffp_l(l —z2)7 'dz, 2 €R, p,q€C,

dimana p > 0 dan ¢ > 0.

Definisi 2.3. [8] Fungsi Mittag-Leffler satu parameter didefinisikan sebagai berikut:

o0 k

z
E = e ey . 2.1
o(2) kEZOF(ak+1),a>O,zE(C (2.1)

Fungsi Mittag-Leffler dua parameter didefinisikan sebagai berikut:

0 Zk
Eaaﬂ (Z):’;)m, O[,ﬁ>0, z e C. (22)

Berikut ini diberikan definisi turunan fraksional tipe Caputo.
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Definisi 2.4. [10] Turunan fraksional Caputo orde a € R dari fungsi f(t) dengan
m—1<a<m, méeN, dinotasikan dengan D*f(t), didefinisikan sebagai berikut:

appy L Frm(r)dr
D f(t)I‘(m—a)/(t—T)“H—m’ m—1l<a<m, meN (2.3)
0

dimana (1) adalah turunan ke-m dari fungsi f(7) dan T'(m — ) menyatakan

fungsi gamma dari (m — «).

Teorema 2.5. [4] Turunan fraksional Caputo untuk fungsi f(t) = tP adalah

T'(p—a+1) (24)

D(p+1 _
Do — LD _4p ““m—-1l<a<m, p>m-—1
0, m—1<a<m, p<m-—1, peN.

Berikut turunan fraksional Caputo ke-a dan ke-2«av dari fungsi Mittag-Lefier
E,(At%) [2]. Dengan menggunakan Definisi 2.3, diperoleh
DYE, (M%) = AEL(AtY), (2.5)
D?**E, (M%) = N2 E,(\t%).

3. Formulasi Solusi

Perhatikan kembali persamaan (1.2). Suatu fungsi x(¢) dikatakan solusi bagi per-
samaan (1.2) jika x(t) memenuhi persamaan (1.2) tersebut. Untuk mendapatkan
solusi persamaan (1.2) tersebut, misalkan

z(t) = Eo (M%), (3.1)
yang dalam hal ini E,(A\t*) adalah fungsi Mittag-Leffler satu parameter dengan
parameter A. Subtitusikan, persamaan (3.1) ke persamaan (1.2), diperoleh:

D?**(Eo (M%) + agDY(Eq(At*)) + boEq (M) = 0,
N Eq (M%) 4 agAEy (M) + by B4 (At*) = 0,
(A2 + apA + bg) Eo (M) = 0. (3.2)

Dari persamaan (3.2) diperoleh bahwa fungsi Mittag-Leffler (3.1) merupakan
solusi dari persamaan (1.2), jika A memenuhi persamaan kuadrat berikut.

A+ ag\ + by = 0. (3.3)

Persamaan (3.3) disebut sebagai persamaan karakteristik dari persamaan (1.2).
Terdapat tiga kemungkinan akar karakteristik bagi persamaan karakteristik
(3.3), yaitu

(1) A1, A2 € R dengan A1 # Xo.
(2) A1, A2 € R dengan A\ = Xo.
(3) M1 =p—+ig, 2 =p—iq, dengan p,q € R dan i = /—1.

Untuk Kasus 1, solusi persamaan (1.2) dengan syarat batas (1.3) diberikan
dalam teorema berikut.
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Teorema 3.1. Untuk persamaan diferensial fraksional (1.2), jika A1,A2 € R den-
gan A1 # Ao adalah akar-akar persamaan karakteristik (3.3), maka solusi dari per-
samaan (1.2) adalah

x(t) = ClEa()\lta) + CQEQ(AQta)7 (34)

dengan C1 dan Cy memenuhi sistem persamaan linier berikut.
<Ea()\1t8) Ea(/\gtg)> (Ol) _ (xo) ‘ (3.5)
Eo(Mt]) Eq(Aatd) ) \Ca x1
Bukti. Berdasarkan persamaan (2.5) dan (2.6), turunan bagi (3.4) adalah
Dx(t) = C1 A\ Ea(MtY) + CodloEq (A2t®) (3.6)

D%z (t) = CLN2Ef(Mt®™) + CoN3E, (Aot®). (3.7)

Subtitusikan persamaan (3.4), (3.6), dan (3.7) ke dalam ruas kiri persamaan (1.2),
diperoleh

C1[N2 + aph + bo] Ea (M 1t™) 4+ Ca[A2 + agha + bo] B (Aat®). (3.8)

Karena A1, Ay adalah akar dari persamaan (3.3), maka )\% + apA1 + bg = 0 dan
A3 +apAz + by = 0, sehingga (3.8) adalah nol. Ini menunjukkan bahwa (3.4) adalah
solusi dari (1.2).

Untuk memperlihatkan bahwa C; dan C3 memenuhi sistem persamaan linier
(3.5), evaluasi persamaan (3.4) di t = ¢y dan t = t;.

<Ea()\1t8) Ea(A2t8)> (Cl) _ (Io) (3 9)
E(,()\lt?) Ea(Agt?) CQ X1 ’ ’

yang dalam hal ini E, (A1 2t§) dan Eq (A1 2tf) dapat dihitung dengan menggunakan
software Matlab. O

Sebagai suatu ilustrasi, perhatikan persamaan diferensial fraksional orde (g)

berikut ini:
2 | 1 1
Dsx(t) — —Dsx(t) — gx(t) =0 te [ 1}, (3.10)

dengan syarat batas

x<;) =1, z(1)=2. (3.11)

Solusi bagi persamaan diferensial (3.10) adalah
11 11
x(t) = C1Ey <2t6> + C2E ( — 4t6). (3.12)

Dengan menggunakan aplikasi Matlab, diperoleh

1\ ( 3,9706
C,) — \-8,0153) "
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Jadi, solusi bagi persamaan (3.10) adalah

1t
4

o=

1
w(t) = 3,9706E, <2té> —8,0153E, ( - ) (3.13)

Untuk Kasus 2, solusi persamaan (1.2) dengan syarat batas (1.3) diberikan
dalam teorema berikut.

Teorema 3.2. Untuk persamaan diferensial fraksional (1.2), jika A1,\a € R den-
gan A\ = Xy adalah akar-akar persamaan karakteristik (3.3), maka solusi bagi per-
samaan (1.2) adalah

z(t) = C1Eu(Mt®) 4+ Cot® BV (A1), (3.14)
dengan Cy dan Cy memenuhi sistem persamaan linier berikut.

Ea(tg) tg B (\tg)\ (C1 _ (o 215
ay qa (1) el C T\ ’ ( )
Eo(Mt9) tEa’ (Atg) 2 1

Bukti. Dari formula (2.2) pada Definisi 2.3 dan berdasarkan turunan fraksional
Caputo (2.5) dan (2.6), diperoleh

1 2Mq N2t
EM (A 19) = 1 1 1

o’ (Ait?) Tatl) TRa+l) T@atl) (3.16)

e 2\ 2 333

t*EMD (A1) = 1
o (Mt Fat1) TRa+l) T@atl)
201 3Nt

D (t*EM (At™)) =1 ! ! 3.17
( o' )) I CEN T (3:17)

3Nt 4N t2
_|_
MNa+1) TQRa+1)

p* (taEgU(Alta)) =2\ + (3.18)

Subtitusikan (3.14), (3.17) dan (3.18) ke dalam ruas kiri persamaan (1.2), diperoleh

C1(>\% + a0>\1 + bo)Ea()\lta) + 02(2)\1 + (10)

4o 2a
+C5 (32 + 2ap\; + bo)m + Co(4X] + 3agA] + 2A1b0)m
) t3a
4 4 )\3 2b - e 1
FO(5A + daody +3Nbo) ety .

Karena A; adalah akar kembar dari persamaan karakteristik (3.3), maka

A +aph +by =0

2M\1 +ag =0

3M2 + 2ap\, +bg = 0
4N} + 3agAT + 2M1bg = 0
5AT + 4agh} 4+ 3MTby = 0
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dan akibatnya (3.19) adalah nol. Ini menunjukkan bahwa (3.14) adalah solusi dari
(1.2). Untuk memperlihatkan bahwa C; dan Co memenuhi sistem persamaan linier
(3.15), evaluasi persamaan (3.14) di t = t¢ dan ¢t = ¢;.

Eo(Mt§) t6ES (utg) (O) _ () (3.20)

Eo(\t) 8 B (At ) \Ca x1)’ '
yang dalam hal ini E,(A\t]) dan E,(At{) dapat dihitung dengan menggunakan
aplikasi software Matlab. O

Sebagai suatu ilustrasi, perhatikan persamaan diferensial fraksional orde (g)

berikut ini:

D3 x(t) + égc(zf) =0 te [i, g] (3.21)

(1)L o(E)-2 oz

Solusi bagi persamaan (3.21) adalah

D3a(t) —

dengan syarat batas

21 2
2(t) = CLEy (t) + Cyt3 B (t) (3.23)
3\ 3 5 \3
Dengan menggunakan aplikasi Matlab, diperoleh
Ci\ _ [ 0,2
(ca) - (0,6667) ‘ (3:24)
Jadi, solusi bagi persamaan (3.21) adalah
2 2
w(t) = 0,2E, (375%) +0,6667t3 B (3&»). (3.25)
3

Untuk Kasus 3, solusi persamaan (1.2) dengan syarat batas (1.3) diberikan
dalam teorema berikut.

Teorema 3.3. Untuk persamaan diferensial fraksional (1.2), jika p, ¢ € R dan i =
v —1 dengan \y = p+iq dan Ao = p —iq adalah akar-akar persamaan karakteristik
(3.3), maka solusi umum dari persamaan (1.2) adalah

z(t) = C1Eo((p +iq)t™) + C2 Eo((p — iq)t™), (3.26)

dengan C1 dan Cy memenuhi sistem persamaan linier berikut.

(et i) () = () o=

Bukti. Berdasarkan persamaan(2.5) dan (2.6), turunan dari (3.26) adalah

D%z(t) = Ci(p +iq) Eal(p +iq)t™) + Ca(p — iq) Ea((p — iq)t") (3.28)
D*x(t) = C1(p + iq)° Ea((p + iq)t™) + Ca(p — iq)*Ea((p + iq)t®)). (3.29)
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Subtitusikan, persamaan (3.26), (3.28), dan (3.7) ke dalam ruas kiri persamaan
(1.2), diperoleh

Chl(p+ia)* + ao(p + iq) + bo(p + i9)| Ea((p + iq)t")
+Cal(p — iq)” + ao(p — iq) + bo(p — i) | Ea((p — iq)t"). (3.30)
Karena A\ = (p +iq), X2 = (p — iq) adalah akar dari persamaan (3.3), maka
(p + iq)*+ao(p+iq)+bo(p+ig) = 0 dan (p — iq)*+ao(p—iq)+bo(p—iq) = 0, sehingga
(3.30) adalah nol. Ini menunjukkan bahwa (3.26) adalah solusi bagi persamaan (1.2).
Untuk memperlihatkan C; dan Cy memenuhi sistem persamaan linier (3.27),
evaluasi persamaan (3.26) di ¢t =ty dan ¢ = ¢;.

(i eoo—anp) () = () o

yang dalam hal ini E,((p+iq)tg) dan E,((p+iq)t{) dapat dihitung dengan meng-
gunakan aplikasi software Matlab. O

Sebagai suatu ilustrasi, perhatikan persamaan diferensial fraksional orde (3)

4 1 1 3
Dzx(t) — Esz(t) + Eﬂc(t) =0 te {1, 2] (3.32)
dengan syarat batas
z(1) =2, x<z) =0. (3.33)

Solusi bagi persamaan diferensial (3.32) adalah

x(t) :C’lE;(<2i?ﬂ_)t5> +02E5(<2_13i>t5>. (3.34)

Dengan menggunakan aplikasi Matlab, diperoleh
C1\  (1.2639 — 1.27637
Cy)  \1.2639 +1.2763i)

Jadi, solusi bagi persamaan (3.32) adalah

(SIS

N

o(t) = (1.2639 — 1.2763i) E, ((2 —

>t5> + (1.2639 + 1.2763i)E

((=)")

Ada tiga kategori penyelesaian masalah nilai batas untuk persamaan diferensial
fraksional linier 2« berikut:

4. Kesimpulan

D**x(t) + agDz(t) + boz(t) =0, t€[to,t1], m—-1<a<m
dengan syarat batas
x(to) =xo x(t1) = 1,

yang dalam hal ini D adalah turunan Caputo.
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1. Jika A\ # A2, dengan Aj,As € R, maka solusinya adalah
x(t) = C1EqQ(MtY) + CoEqy(Aat®),
dimana C; dan C5 memenuhi sistem persamaan linier
(Ea(Altg‘ Ea(/\2t8‘)> (cl> _ (:m)

Eo(MtT) Ea(Aatf)/) \Co r1)’

2. Jika A1 = A dengan A1, A2 € R, maka solusinya adalah

2(t) = C1Ef(Mt®) 4+ Cot®ELD (At®),

dimana C; dan Cy memenuhi sistem persamaan linier
Eo(Mtg 8 ESY (Ait8) (Cl) B <x0>
Eq(Mate t9EL (Aate) | \Ca x1) "

3. Jika Ay = p+iq dan Ay = p — iq dengan p,q € R dan ¢ = v/—1, maka
solusinya adalah

z(t) = Cr1Ea((p +1q)t”) + C2Eo((p — iq)t?),

dimana C7 dan C5 memenuhi sistem persamaan linier

(Gt iy Pulle —0e) (62) = (10).
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