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Abstrak. Dalam makalah ini dibahas pola simetri jenis p4 berwarna yang memiliki
simetri rotasi 90° dan simetri translasi dengan periode 7' masing-masing sepanjang
sumbu-z dan sumbu-y. Pola simetri p4 ini dibangkitkan dengan menggunakan aplikasi
Matlab melalui simulasi sistem dinamik diskrit dengan terlebih dahulu melakukan
analisis terhadap syarat dan pemilihan fungsi-fungsi dinamiknya. Dalam hal ini, se-
tiap titik pada bidang dijadikan sebagai titik awal pada iterasi sistem dinamik, dan
jumlah iterasi yang dihasilkan dari kriteria konvergensi dalam bentuk norm Euclidian
menentukan warna yang diberikan pada titik tersebut. Dengan menggunakan beberapa
kombinasi nilai-nilai parameter pada fungsi-fungsi dinamik, diperoleh pola-pola simetri
p4 yang lebih menarik dan variatif.

Kata Kunci: Isometri, Pola Simetri p4, Sistem Dinamik

1. Pendahuluan

Perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi semakin mendorong upaya pemba-
haruan dan pemanfaatan hasil-hasil teknologi dalam kehidupan sehari-hari. Sebagai
contoh, teknologi seperti komputer dapat digunakan untuk menghasilkan gambar-
gambar dengan pola simetri yang dijadikan sebagai motif pada dinding, tekstil,
keramik, karpet, jendela kaca patri dan sebagainya. Pola-pola ini lebih lanjut memi-
liki dampak ekonomi dan estetika [5].

Persamaan matematika dapat menghasilkan pola-pola berwarna melalui simu-
lasi sistem dinamik dengan menggunakan aplikasi pada komputer. Pola-pola yang
dihasilkan ini dapat bersifat simetris maupun asimetris. Himpunan semua isometri
di dua dimensi disebut grup simetri. Grup simetri pada pola wallpaper dinamakan
wallpaper group [4].

Pada makalah ini akan dibahas wallpaper group jenis p4 yang memiliki simetri
rotasi 90° dan simetri translasi dengan periode T sepanjang sumbu-x dan periode
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T* sepanjang sumbu-y [2]. Pola simetri p4 ini dibangkitkan dengan menggunakan
komputer melalui simulasi sistem dinamik diskrit

Tn41 = $n+f($n7yn)7 (1'1)

Ynt+1 = Yn + 9(Tn, Yn),
untuk n =0,1,2,---

untuk suatu fungsi f(x,y) dan g(z,y) dengan syarat-syarat yang akan ditentukan
kemudian.

Dalam makalah ini dijelaskan proses penentuan syarat dan pemilihan fungsi
f(z,y) dan g(z,y) sedemikian sehingga potret fase Sistem (1.1) memiliki pola
simetri p4 berwarna. Pembangkitan pola simetri ini dilakukan dengan menggunakan
aplikasi Matlab. Ide dan langkah-langkah dalam penelitian ini mengikuti referensi
[2], namun dengan menggunakan sistem dinamik diskrit (1.1) yang secara numerik
lebih relevan dengan versi kontinu

dx dy

E:f(x7y)> E:g(xvy)'

2. Sekilas tentang Wallpaper Group

Karakteristik wallpaper group dibedakan berdasarkan tipe lattice dan isometri. Lat-
tice didefinisikan sebagai himpunan titik-titik yang membentuk suatu geometri ter-
tentu pada R? [4].

Definisi 2.1. [4] Suatu subset W dari R? disebut wallpaper pattern jika subgrup
translasi pada grup simetri Sym(W) adalah lattice dua dimensi. Grup simetri yang
terdapat dalam wallpaper pattern disebut wallpaper group.

Masing-masing wallpaper group disimbolkan dengan p, c, m, g dan bilangan bu-
lat 1,2,3,4,6. Huruf p menunjukkan lattice dan merupakan singkatan dari kata
primitif. Huruf ¢ menunjukkan lattice terpusat, m menunjukkan refleksi (mirror)
dan g menunjukkan glide-refleksi. Angka 2, 3, 4, 6 menunjukkan orde dari rotasi
yang masing-masing berkaitan dengan sudut ,27/3,7/2, 7/3 [1]. Berdasarkan [3],
terdapat 17 jenis wallpaper group sebagaimana yang dapat dilihat pada Gambar 2.

3. Syarat pada Isometri

Wallpaper group p4 memenuhi dua jenis isometri, yaitu simetri translasi dan simetri
rotasi. Berikut akan dijelaskan syarat-syarat dari fungsi f dan g agar potret fase
dari Sistem (1.1) memiliki kedua simetri ini.

3.1. Simetri Translast

Misalkan potret fase Sistem (1.1) mempunyai simetri translasi dengan periode T
di sepanjang sumbu-x, artinya potret fase tersebut tidak mengalami perubahan
setelah dilakukan transformasi 2’ = x — T dan y' = y. Substitusi 2’ dan 3’ tersebut
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Gambar 1. 17 Jenis Wallpaper Group [3]

ke Persamaan (1.1), diperoleh
Tpp1 = T + f2l, + Ty, (3.1)
Yns1 = Un + 902 + T, yp).
Supaya Persamaan (1.1) dan (3.1) menjadi identik, maka haruslah
flx+T.y) = f(z,y), (3.2)
9z +T,y) = g(z,y).

Demikian juga, jika potret fase Sistem (1.1) mempunyai simetri translasi dengan
periode T™ sepanjang sumbu-y, maka haruslah

f(m,y+T*> :f($>y)’ (33)
g(x,y +T7) = g(z,y).

Berikutnya jika potret fase Sistem (1.1) mempunyai simetri translasi dengan periode
T sepanjang sumbu-z dan periode T* sepanjang sumbu-y, maka Persamaan (3.2)
dan (3.3) berlaku sekaligus, yaitu

flxy) = flz+T,y) = f(z,y + T7), (3.4)
g(x,y) =gl +T,y) = glx,y +T7).

3.2. Simetrt Rotast

Misalkan potret fase Sistem (1.1) tidak mengalami perubahan setelah dikenakan
rotasi sebesar 6 yang berlawanan arah jarum jam. Pada kondisi ini berlaku trans-
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x’ cosf) —sinf\ [z x
(y’) B (sin@ cosf ) (y) =T (y) ’ (35)
Substitusi Persamaan (3.5) ke (1.1) menghasilkan
!/ !/
<1’7+1> _ (SCIn> + T, (f(xmyn)> ) (3.6)
Yn+1 Yn 9(Tn; yn)
Supaya Persamaan (1.1) dan (3.6) menjadi identik, maka haruslah

f@',y') = cosOf(x,y) —sinfg(z,y), (3.7)
9o 1f) = sin b (2, ) + cosy(z, ).

formasi

Eliminasi g(x,y) dari Persamaan (3.7) dan (3.8) menghasilkan
f@"y") —2cosOf(2',y) + f(z,y) = 0. (3.9)

4. Pemilihan Fungsi Dinamik

Agar potret fase Sistem (1.1) memiliki pola wallpaper group jenis p4, maka pe-
milihan fungsi dinamik f(z,y) dan g(z,y) dilakukan berdasarkan sifat simetri
translasi dan simetri rotasi.

Substitusi § = 7/2 ke Persamaan (3.9), diperoleh

f@E" ") + fz,y) = 0. (4.1)
Selanjutnya dengan menggunakan nilai 2" = —z dan ¢/ = —y (hasil rotasi = 7/2),
Persamaan (4.1) menjadi

f(@,y) =—f(-=z,—y). (4.2)

Misalkan solusi umum dari Persamaan (4.2) dapat dinyatakan sebagai kombinasi
linier dari fungsi h(z(™,y™) untuk n = 0,1,2,3, dimana h(z,y) adalah fungsi
sebarang dan titik (z(™),4(™) adalah rotasi dari titik (z,%) dengan sudut 6 = nm/2
(berlawanan arah jarum jam) [2]. Dalam hal ini dapat ditulis

f(z,y) = rh(z,y) + sh(~y,z) + th(—x, —y) + uh(y, —), (4.3)

dimana r, s, t dan u adalah bilangan riil. Dengan mensubstitusikan nilai f(z, y) pada
Persamaan (4.3) ke (4.2), diperoleh

f(@,y) =r[h(z,y) — h(=z,—y)] + s[h(—y,z) = by, —2)], (4.4)

dimana t = —r dan u = —s. Dengan menggunakan ¢ = 7/2, maka Persamaan (3.7)
menjadi

9(x,y) = —r[h(~y,z) = by, —2)] = s[h(~=z, —y) — h(z,y)]. (4.5)

Karena lattice yang membentuk wallpaper group jenis p4 adalah persegi, maka
berlaku T = T, sehingga Persamaan (3.4) menjadi

{f(m,y) Zf($+T,y) :f(:my—l—T),
g(z.y) =g +T,y) =g(z,y+T).
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Misalkan h(z,y) adalah fungsi periodik dengan periode 27 sepanjang sumbu-
2 dan periode 27 sepanjang sumbu-y. Dengan demikian h(z,y) dapat dinyatakan
dalam deret Fourier dua variabel sebagai berikut:

o0 o0 oo oo
= Z ZAmn cosSmx cosny + Z Z By cosmz sinny +

m=0n=0 m=0n=0

oo oo o0 oo

g g Conn Sinma cos ny + E E D,,,, sin mx sin ny. (4.6)
m=0n=0 m=0n=0

Berdasarkan analisis lebih lanjut terhadap Persamaan (4.2), h(x,y) dapat dibuat
lebih sederhana menjadi

- i i Byun cos ma sinny + i i Cin Sinma cos ny. (4.7)

m=0n=0 m=0n=0

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.7) ke masing-masing Persamaan (4.4) dan
(4.5), diperoleh

flz,y) =2r i i B cosmz sinny + i i Cn SiIn M COSNY (4.8)

m=0n=0 m=0n=0
+2s Z Z B, cosmy sinnr — Z Z Cinn sinmy cosnx | ,
Lm=0 n=0 m=0n=0
g(z,y) = —2r Z Z By cosmy sinnz — Z Z Cmn sinmycosnz| (4.9)
Lm=0n=0 m=0n=0
+2s Z Z B cosmasinny + Z Z Cinn Sin mzx cosny
Lm=0 n=0 m=0n=0

Dengan demikian telah diperoleh fungsi f(x,y) dan g(x,y) seperti pada Persamaan
(4.8) dan (4.9) sedemikian sehingga potret fase dari Sistem (1.1) mempunyai pola
wallpaper group jenis p4.

5. Pembangkitan Pola Simetri

Pembangkitan pola simetri wallpaper group jenis p4 dalam makalah ini diperoleh
melalui simulasi numerik terhadap potret fase Sistem (1.1) dengan menggunakan
aplikasi Matlab. Pewarnaan titik (pixel) pada potret fase ditentukan dengan cara
berikut [2]: setiap titik (x,%y) pada bidang A C R? menjadi titik awal (x¢,yo) pada
iterasi (1.1), sehingga diperoleh barisan titik {(z,,yn)}. Proses iterasi dijalankan
jika memenuhi kriteria konvergensi dalam bentuk norm Euclidian berikut:

\/((xn+1 - xn)z + (ynJrl - yn)Q) <e n>0,

untuk suatu toleransi galat e, atau telah mencapai jumlah maksimum iterasi
(K). Setelah proses iterasi berakhir, warna pada titik (z,y) kemudian ditetap-
kan berdasarkan jumlah iterasi yang dihasilkan. Algoritma pseudocode untuk pem-

bangkitan pola p4 ini diberikan pada Lampiran.
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Pada simulasi pembangkitan pola simetri ini, ditetapkan bidang A = [—10,10]2,
tingkat resolusi nx = 700 dan ny = 700, ¢ = 0.1 dan K = 50 serta dipilih colourmap
tipe jet pada Matlab. Pemilihan nilai K dan e tersebut mengikuti referensi [2].
Kemudian dipilih empat kombinasi nilai-nilai parameter pada fungsi f(z,y) dan
g(z,y) sebagai berikut:

(1) r=0.4, s=0.2, By11=1, B;,=0 untuk m # 1 dan n # 1, C11=1, Cy,,=0 untuk
m # 1 dan n # 1. Dalam hal ini dipilih fungsi dinamik berikut:

f(z,y) = 0.8(cosxsiny + sinz cosy) + 0.4(cosysinz —siny cosz), (5.1)
g(z,y) = —0.8(cosysinz — siny cos x) + 0.4(cos z siny + sin x cos y).

(2) r=0.2, s=0.1, B11=1, Bos=1, B;;,=0 untuk m # 1,2 dan n # 1,2, C11=1,
Cos=1, Cp,,=0 untuk m # 1,2 dan n # 1,2. Dalam hal ini dipilih fungsi
dinamik berikut:

f(z,y) = 0.4(cosxsiny + sinz cosy) + 0.2(cosysinz —siny cosz) (5.2)
+0.4(cos 2z sin 2y + sin 2z cos 2y) + 0.2(cos 2y sin 2z
— sin 2y cos 2x),

g(x,y) = —0.4(cosysinx — siny cosx) + 0.2(cos x siny + sin x cos y)
—0.4(cos 2y sin 2z — sin 2y cos 2x) + 0.2(cos 2z sin 2y
+ sin 2x cos 2y).

(3) r=04, s=0.3, Bo1=1, B;,=0 untuk m # 2 dan n # 1, C12=1, C},,,=0 untuk
m # 1 dan n # 2. Dalam hal ini dipilih fungsi dinamik berikut:

f(z,y) = 0.8(cos 2z siny + sin x cos 2y) + 0.6(cos 2y sin x — sin y cos 2x),(5.3)
g(x,y) = —0.8(cos 2y sinx — sin y cos 2x) + 0.6(cos 2z sin y + sin x cos 2y).

(4) r=0.2, s=0.1, Bo;=1, By,,,=0 untuk m # 2 dan n # 1, C12=1, C},,=0 untuk
m # 1 dan n # 2. Dalam hal ini dipilih fungsi dinamik berikut:

f(z,y) = 0.4(cos2xsiny + sinz cos 2y) + 0.2(cos 2y sinz — siny cos 2x)(5.4)
g(z,y) = —0.4(cos 2y sin x — siny cos 2x) + 0.2(cos 2z sin y + sin x cos 2y).
Hasil pembangkitan pola simetri untuk setiap fungsi f(z,y) dan g(z,y) pada

Persamaan (5.1), (5.2), (5.3) dan (5.4) diberikan masing-masing pada Gambar 2,

3, 4, dan 5. Perhatikan bahwa gambar-gambar tersebut menampilkan pola simetri

yang menarik dan variatif, serta memenuhi kriteria wallpaper group jenis p4, yaitu

memiliki simetri rotasi 90°, tidak memiliki simetri refleksi dan tipe lattice berbentuk
persegi.

6. Kesimpulan

Dalam makalah ini telah dibahas pembangkitan pola simetri p4 melalui simulasi sis-
tem dinamik diskrit. Syarat dan pemilihan fungsi dinamik ditentukan berdasarkan
sifat isometri yang berlaku pada wallpaper group jenis p4, yaitu memiliki simetri



26 Kintan Febri Cania, dkk

Gambar 4. Hasil pembangkitan pola simetri p4 dengan f(x,y) dan g(z,y) pada Persamaan (5.3)

rotasi 90° dan simetri translasi sepanjang sumbu-z dan sumbu-y. Dengan menggu-
nakan beberapa kombinasi nilai-nilai parameter pada fungsi dinamik, berikutnya
dilakukan pembangkitan pola simetri p4 melalui aplikasi Matlab dengan menggu-
nakan colourmap tipe jet. Dari proses pembangkitan ini diperoleh pola-pola simetri
p4 yang lebih variatif dan menarik.
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Gambar 5. Hasil pembangkitan pola simetri p4 dengan f(z,y) dan g(z,y) pada Persamaan (5.4)
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Lampiran

Algoritma Pseudocode untuk Pembangkitan Pola Simetri p4

Masukan:

nx,ny (tingkat resolusi dalam arah-x dan arah-y)

xmin, xmax (nilai-x minimum dan maksimum dari bidang A)
ymin, ymax (nilai-y minimum dan maksimum dari bidang A)
K (jumlah maksimum iterasi)

€ (galat)

7,5 (nilai parameter pada fungsi f dan g)
Keluaran: Pola simetri pada bidang A.

Langkah-langkah:
1. for iy:= 0to (ny — 1) (loop dalam arah y)
cy: = ymin + iy * (ymax — ymin)/(ny — 1) (menampilkan titik pada koordinat y)
2. for ix:=0to (nx — 1) (loop dalam arah x)
cx: = xmin + ix * (xmax — xmin)/(nx — 1) (menampilkan titik pada koordinat x)
mx: = cx,my: = cy
for iw := 1 to K (melakukan iterasi untuk titik (cx, cy))

x1:=—my,yl:=mx,x2: = —mx, y2: = —my, x3: = my, y3: = —mx (titikk x™, y™)

S v~ W

hxy:= cosmx * sinmy + sinmx * cos my (fungsi 4(x, y) untuk x dan y)
hlxy:= cosx1 *sinyl + sinx1 * cos y1 (fungsi A(x, y) untuk —y dan x)
h2xy:= cosx2 * siny2 + sin x2 * cos y2 (fungsi 4(x, y) untuk —x dan —y)
h3xy = cosx3 *siny3 + sinx3 * cos y3 (fungsi 4(x,y) untuk y dan —x)
7. fxy:= (r(hxy — h2xy)) + (s(hlxy — h3xy)) (fungsi f(x,y))
flxy:= (r(hlxy — h3xy)) + (s(h2xy — hxy)) (fungsi f(—=y, x))
gxy: = —f1lxy (fungsi g(x,y))
8. t:= fxy * fxy + gxy * gxy (jarak antara koordinat sebelumnya dan koordinat baru

setelah satu iterasi)

9. if sqre(t) <e

10. break

11. end if

12. mx: = mx + fxy,my: = my + gxy (koordinat baru setelah satu iterasi)
13. end for

14. plot titik (cx, cy) dengan warna yang ditentukan pada iw

15.  end for

16. end for



