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Abstrak. Model matematika yang merepresentasikan interaksi antara prey (mangsa)
dan prey (pemangsa) dikenal dengan model prey-predator. Penelitian ini membahas di-
namika model prey-predator yang memuat fungsi respon Holling tipe III, dimana tipe
predator yang mencari mangsa lain ketika mangsa yang dimakannya mulai berkurang.
Dinamika model diamati dengan menganalisis kestabilan sistem, yaitu kestabilan sistem
di sekitar titik ekuilibriumnya. Secara analitik terdapat tiga titik ekuilibrium dari model.
Terdapat satu titik yang tidak stabil dan dua titik yang kestabilannya tergantung pada
nilai parameter yang diberikan. Hasil simulasi numerik menunjukkan sifat yang sama un-
tuk tiga titik keseimbangan tersebut dengan parameter yang digunakan pada penelitian
ini.

Kata Kunci: Model Prey-predator, Holling tipe I1I, Titik ekuilibrium.

1. Pendahuluan

Interaksi antara dua spesies yang berbeda dimana salah satu dari keduanya
menyediakan makanan untuk yang lainnya disebut dengan interaksi prey-predator.
Interaksi ini menggambarkan hubungan antara prey sebagai spesies yang dimangsa
dan predator sebagai spesies yang memangsa. Model matematika yang merepre-
sentasikan interaksi ini dikenal dengan model prey-predator. Model prey-predator
pertama kali diperkenalkan oleh Lotka pada tahun 1925 dan Volterra pada tahun
1926, sehingga model ini disebut juga dengan model Lotka-Volterra. Model Lotka-
Volterra dikembangkan berdasarkan beberapa asumsi, yaitu: populasi prey tumbuh
secara eksponensial jika tidak ada predator, populasi predator akan berkurang tanpa
adanya populasi prey, predator dapat mengkonsumsi jumlah tak terbatas dari prey,
dan tidak adanya kompleksitas lingkungan [4].

Salah satu kelemahan model Lotka-Volterra adalah pada asumsi yang tidak
realistis, yaitu mangsa dapat tumbuh tanpa batas, karena adanya keterbatasan
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makanan dan daya dukung lingkungan. Model logistik dapat digunakan un-
tuk mengatasi hal tersebut, dimana model logistik berfungsi untuk mengham-
bat dan mengendalikan pertumbuhan populasi mangsa [2, 5]. Selanjutnya, ke-
lemahan lain dari model Lotka-Volterra adalah model belum memperhitungkan
waktu yang diperlukan oleh predator untuk mencerna makanannya, serta kon-
disi bahwa makanan dari mangsa terbatas. Untuk itu, Holling memperkenalkan
fungsi respons pada tahun 1950. Fungsi respon diartikan sebagai jumlah makanan
yang dimakan oleh predator, sehingga dapat dinyatakan sebagai fungsi kepadatan
makanan. Fungsi respon menjelaskan perubahan kecepatan mengkonsumsi mangsa
oleh predator ketika kepadatan populasi mangsa berubah [4].

Fungsi respon bergantung pada beberapa faktor, diantaranya jumlah dari
masing-masing prey dan predator, daya dukung lingkungan, tingkat kejenuhan
predator, dan tingkat persaingan antar predator. Fungsi respon Holling memiliki
beberapa tipe, yaitu Holling Tipe I, Tipe II dan Tipe III. Holling tipe I menggam-
barkan sebuah hubungan linier antara banyaknya prey yang dikonsumsi dengan
kepadatan populasi prey. Holling tipe IT ditandai dengan laju konsumsi yang melam-
bat, dimana predator mengalami kejenuhan saat mengkonsumsi prey. Holling tipe
IIT hampir sama dengan Holling tipe II, namun pada Holling tipe III saat populasi
prey sedikit, prey belajar mempertahankan diri. Hal ini mengakibatkan predator
sulit memburu prey [3].

Model prey-predator yang memuat fungsi respon Holling tipe III dengan menam-
bahkan fungsi perlindungan pada prey telah dibahas oleh [6]. Model prey-predator
Holling tipe III dengan penundaan waktu dibahas oleh [11]. Pada penelitian ini
akan dikaji dinamika model prey-predator yang memuat fungsi respon Holling tipe
III dengan adanya batasan pertumbuhan populasi prey, yaitu dengan menganalisis
kestabilan sistem di sekitar titik ekuilibrium

2. Landasan Teori

Sistem dinamik adalah suatu sistem yang menggambarkan perubahan suatu titik
terhadap waktu pada suatu ruang (disebut ruang fase). Pandang sistem

x = f(x(t),t),  x(to) =x0, tER, (2.1)

dimana x(t) menyatakan keadaan sistem pada waktu ¢ dan f: R” x R — R"
adalah fungsi kontinu dalam ¢ dan terdiferensialkan secara kontinu pada x, f disebut
sebagai fungsi dinamik.

2.1. Kestabilan Sistem Non Linier

Diberikan sistem nonlinier sebagai berikut:
x = f(x), (2.2)

Untuk menganalisis kestabilan dari sistem persamaan diferensial nonlinier, di-
gunakan metode pelinieran dengan matriks Jacobian. Linearisasi dilakukan pada
sistem nonlinear untuk mengetahui perilaku sistem di sekitar titik ekuilibrium sis-
tem tersebut. Proses linierisasi dapat dilakukan dengan menggunakan deret Taylor
untuk mencari suatu hampiran solusi di sekitar titik ekuilibrium.
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Definisi 2.1. [11] Misalkan f: R™ — R™ adalah fungsi yang ditulis dengan bentuk
komponen dari sistem persamaan (¢ = f(x)) dan andaikan terdapat turunan par-

sial pertama dari masing-masing komponen fungsi tersebut, yaitu misalkan gg’: ada
J
untuk i,j = 1,2,--- ,n, maka matriks Jacobian dari f adalah
o0H(@) 8f1(® . 9fi(T)
oz ox Oy,
02 02(®) . ofs

0fn(@) Ofn(@) = Ofn(®)
0x1 0z 0Ty

Definisi 2.2. [9] Diberikan matriks Jacobian J(T). Sistem linier y = J(@)y disebut
linierisasi dari sistem & = f(x) di sekitar titik T.

Misal diberikan A1, Ag, - -+, Ak, dengan (k < n) titik ekuilibrium di sekitar ma-
triks Jacobian J(X) , maka :[10].

(1) Titik ekuilibrium 7 dikatakan stabil jika dan hanya jika Re(\;) < 0 untuk setiap
j=1,2,---,k, dan jika setiap nilai eigen imajiner dengan Re();) = 0 maka
multiplisitas aljabar dan geometri harus sama.

(2) Titik ekuilibrium T dikatakan stabil asimtotik jika dan hanya jika Re(\;) < 0
untuk setiap 7 =1,2,--- , k.

(3) Titik ekuilibrium T dikatakan tidak stabil jika dan hanya jika terdapat paling
sedikit satu Re(\;) > 0 untuk j =1,2,--- k.

Definisi 2.3. [9] Solusi dari sistem (& = f(x)) dimana = € R?, ditulis sebagai
o(t) = (x(t),y(t)), merupakan kurva solusi pada bidang xy. Kurva solusi ini disebut
dengan trajektori atau orbit.

Definisi 2.4. [9] Potret fase adalah suatu gambar dua dimensi yang memperli-
hatkan perilaku dari sistem (&= f(x)) yang ditentukan dari x dan y yang berubah
terhadap waktu t.

Tipe potret fase dapat diklasifikasikan berdasarkan nilai-nilai eigen dari matrik
Jacobiannya. Klasifikasi potret fase di sekitar titik ekuilibrium dapat dinyatakan
sebagai berikut [9]:

(1) Nilai eigen riil yang berbeda (A1 # A2)
Perhatikan persamaan di bawah :

T = )\1(E,
] (2.3)
Y = Aay.

Solusi umum untuk sistem persamaan (2.3) adalah z(t) = Cie*? dan

y(t) = Coe?t) dimana C; dan C, adalah konstanta sebarang. Tipe-tipe titik
ekuilibrium yang bergantung pada nilai eigen di atas adalah
(a) Untuk nilai eigen berbeda, riil, dan negatif, titik ekuilibriumnya disebut node
stabil.
(b) Untuk nilai eigen berbeda, riil, dan positif, titik ekuilibriumnya disebut node
tidak stabil.
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(¢) Untuk nilai eigen berbeda, dimana satu nilai eigen positif sedangkan yang
lain bernilai negatif, titik ekuilibriumnya disebut saddle point dan tidak
stabil.

(2) Nilai eigen sama (A1 = Ag)
(a) Jika nilai eigen berulang dan mempunyai dua vektor eigen yang bebas linier,
maka titik ekuilibrium disebut proper node.

(b) Jika nilai eigen berulang dan mempunyai satu vektor eigen yang bebas

linier, maka titik ekuilibrium disebut improper node.
(3) Nilai eigen kompleks (A12 = a£if)
Perhatikan Persamaan berikut :
T = ax + By,
. o (2.4
y= —Pr+ay.

Sistem persamaan (2.4) dapat ditransformasikan ke dalam bentuk koordinat
polar, dimana = rcosf dan y = rsinf. Jika diberikan 7 = z& + yy dan
r26 = 2y — y& maka sistem persamaan (2.4) dapat diubah menjadi

” = ar,
0=—p.
Kestabilan titik ekuilibrium bergantung pada nilai a dab 3, yaitu:
a) jika a > 0 maka titik ekuilibrium dikatakan fokus tidak stabil.

(2.5)

(a)

(b) jika o = 0 maka titik ekuilibrium dikatakan center.

(¢) jika @ < 0 maka titik ekuilibrium dikatakan fokus stabil.

(d) jika o = 0 dan 8 < 0 maka trajektori bergerak berlawanan arah jarum jam
sekitar titik ekuilibrium.

(e) jika & = 0 dan 8 > 0 maka trajektori bergerak searah jarum jam sekitar
titik ekuilibrium.

2.2. Model Prey-Predator

Model prey-predator Lotka-Volterra menyatakan ubungan fungsional antara pe-
rubahan ukuran populasi prey dan predator pada saat sekarang bergantung pada
ukuran populasi prey z(t) dan ukuran populasi predator y(t) pada saat waktu t.
Untuk membuat sebuah model matematika yang menggambarkan interaksi antara
dua spesies, maka diasumsikan [2]:

(1) Jika prey dan predator tidak saling berinteraksi, maka ketika predator tidak
ada, pertumbuhan prey meningkat, dan ketika prey tidak ada, predator akan
mati. Laju perubahan prey dan predator dinyatakan sebagai

T = ax,

y = _bya
dimana a adalah laju pertumbuhan populasi prey dan b adalah laju kematian
predator, dengan a,b > 0.

(2.6)
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(2) Jika prey dan predator saling berinteraksi, maka jumlah prey akan berkurang
karena dimakan predator dan pengurangannya adalah sebesar azy, dimana o >
0. Sebaliknya, jumlah predator akan bertambah karena memakan prey dengan
penambahan sebesar Sxy, dimana § > 0. Laju perubahan prey dan predator
dinyatakan sebagai

T = axr—axy,

2.7
y= —by+ Bxy. @7)

3. Pembahasan
3.1. Model Prey-Predator Holling Tipe IIT

Berdasarkan model prey-predator yang telah diperoleh sebelumnya, yaitu pada per-
samaan (2.7), maka untuk mengen-dalikan populasi prey yang tumbuh tanpa batas,
ditambahkan fungsi logistik yang berfungsi untuk menghambat pertumbuhan pop-
ulasi prey tersebut, sehingga persamaan (2.7) dapat diubah menjadi bentuk

= ax (1 — %) — azy, (3.1)

dimana K adalah daya tampung atau kemampuan ekosistem untuk menahan
populasi prey agar tetap maksimum. Persamaan (3.1) disebut sebagai model prey-
predator Holling tipe 1.

Selanjutnya, misal terjadi kejenuhan pada predator dalam memangsa prey, maka
predator membutuhkan waktu dalam memburu prey sehingga persamaan (3.1) da-
pat diubah menjadi

T = ao:(lfﬁ) oy

K 1+mz (3.2)
. by + Bry
Yy Y T+ ma’

dimana m adalah tingkat kejenuhan predator. Persamaan (3.2) ini disebut sebagai
model prey-predator Holling tipe II.

Selanjutnya, karena kejenuhan predator dalam memangsa, maka predator mem-
butuhkan waktu dalam memangsa. Misalnya, populasi prey mempertahankan diri
dari serangan predator dan membuat prey susah untuk diburu sehingga predator
mencari mangsa lain. Dikarenakan itu pertumbuhan prey meningkat dan persamaan
(3.2) dapat diubah menjadi bentuk

b= ar(1-2) - _az’y
o K 1+ ma?’
By (3.3)
j= by + Y
14+ mx

Persamaan (3.3) disebut dengan model prey-predator Holling tipe III.
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3.2. Analisis Kestabilan Model

Dalam penelitian ini, akan dibahas analisis kestabilan model prey-predator Holling
tipe III. Terdapat tiga titik ekuilibrium pada model (3.3), yaitu : E; = (0,0),

Vi ) e

5 a(l— K B—bm
E2:(K,0),dan E3: ’/ﬁfbm7 \/ 5
o\ =m

Selanjutnya dengan melinierisasi sistem (3.3) diperoleh Matriks Jacobian

a— 2;{.% _ a 2axy2)2 1—(1.’1)22
_ +max +max
J = 2y e |- (3.4)
(1+ma?)? 1+ma?

Matriks Jacobian untuk titik ekuilibrium E; = (0,0) adalah

a 0
Jg = [0 b] , (3.5)
Matriks Jacobian untuk titik ekuilibrium Es = (K, 0) adalah
[_a 1—@3:22
Jg2 = tmrie |, (3.6)
0 —b+ g
Matriks Jacobian untuk titik ekuilibrium FE3 adalah
a— 2a\/§ _ 2a(1—§) —ab
mS —bm msS
Jps = ﬁm@-é§ (E=bmams) 1 (3.7)
a(1+mS) 0

: _ b
dimana S = T bm

Persamaan karakteristik dari Matriks Jacobian Jg; adalah

|Jg, —AI| =0
a—XA 0
0 —-b—2A ’ =0
A=a)(A+b)=0 (3.8)
sehingga diperoleh nilai-nilai eigennya, yaitu : A\ = a dan Ay = —b.

Persamaan karakteristik dari Matriks Jacobian Jgo adalah

|Jg, — AI| =0
—a—A 0 0

2 =

0 —b+ e — A
BK?

A A+b— =

(o) (Ao s ) =0,
(3.9)
sehingga diperoleh nilai-nilai eigennya, yaitu : A\ = —a dan Ay = —b+ %
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Persamaan karakteristik dari Matriks Jacobian Jg3 adalah

|Jp, — M| =0

a— 2a/S _ 2[1(1_§> —A ab
K 1+mS (B=bm)(1+mS) | _ 0

2a8(1-%8)
a(1+mS) —A
VS

A2 — a—2a(\/§_K)mb+K6 )\+2abﬂ(1—7)_0
BK B8 —bm -

(3.10)

sehingga diperoleh nilai-nilai eigennya

_ _ 2 2abp(1—42
(a_Qa(\/? I;);(nb+K,B) i \/(a_Qa(\/? I;);(nb+K,8) _4 ﬁgme)

A2 = 7

Kestabilan titik ekuilibrium F4;, dapat dilihat bahwa A; > 0 dan Ay < 0, maka
titik ekuilibrium FE; bertipe saddle yang bersifat tidak stabil. Selanjutnya kesta-
bilan titik ekuilibrium FEs, Dapat dilihat bahwa kestabilan titik ekuilibrium Fs
bergantung pada nilai —b+ % Jika nilai —b+ % < 0, maka titik ekuilib-
rium FE5 bertipe node yang stabil asimtotik, sebaliknya jika —b+ % > 0, maka
titik ekuilibrium FE5 bertipe saddle yang bersifat tidak stabil. Kemudian kestabilan
titik ekuilibrium FEj3, bergantung pada nilai a, b, a, 8, m, dan K.

3.3. Stmulast Numerik

Untuk mengklarifikasi hasil analitik, maka dilakukan simulasi numerik. Misalkan
parameter yang digunakan adalah sebagai berikut: a = 1.1, b = 0.7, a = 0.6,
B =12, K =1, m=0.1, nilai awal 2(0) = 1.8 dan y(0) = 0.9.

— prev predaior

populasi 0.7

Gambar 1. Kurva solusi sistem prey-predator(3.3)
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Berdasarkan nilai eigen yang sudah diperoleh pada kajian analitik sebelumnya
dan dengan memisalkan parameter di atas, maka untuk titik ekuili-brium F; diper-
oleh Ay = 1,1 dan Ay = —0, 7. Dari kedua nilai eigen ini dapat disimpulkan bahwa
kestabilan sistem disekitar F bertipe saddle dan bersifat tidak stabil. Untuk titik
ekuilibrium Fs5 diperoleh \; = —1,1 dan A\ = 0,3909, sama seperti F; kestabilan
sistem disekitar F juga bertipe saddle dan bersifat tidak stabil. Selanjutnya untuk
titik ekuilibrium FEs3 diperoleh nilai eigen kompleks, Ay = —0.5363 4 0.14547 dan
Ao = —0.5363 — 0.14544. Potret fasenya berbentuk spiral, dan kestabilan sistem

(VS—K)mb+Kg
a72a57K

bergantung pada bagian riil nilai eigennya, yaitu 5 . Karena nilai
tersebut negatif maka kestabilan sistem disekitar titik ekuilibrium F3 adalah stabil
asimtotik.

Gambar 2. Potrait fasa sistem prey-predator (3.3)

Pada Gambar 2 dapat dilihat bahwa kestabilan sistem disekitar titik ekuilib-
rium E; = (0,0) tidak stabil, hal ini terlihat dari pergerakan arah medan vektor
disekitar titik ekuilibrium E;. Arah medan vektor tersebut bergerak menjauhi titik
ekuilibrium. Selanjutnya untuk titik ekuilibrium EFy = (K,0), juga terlihat tidak
stabil. Karena arah medan vektor menjauhi titik ekuilibrium. Untuk titik ekuilib-
rium F5 = (z*,y*) dapat dilihat bahwa arah medan vektor disekitar titik ekuilib-
rium bergerak mendekati titik ekuilibrium Ej. Oleh karena itu, kestabilan sistem
disekitar titik ekuilibrium FE5 dikatakan stabil asimtotik.

4. Kesimpulan

Pada penelitian ini dijelaskan model prey-predator dengan adanya batasan pertum-
buhan prey yang memuat fungsi respon Holling tipe III. Model tersebut dinyatakan
sebagai persamaan diferensial biasa nolinier orde satu

. <1 x) az?y
= ar(l—-2) - —2
K 1+ ma?’

By (4.1)
Y= —by+ —,
1+mx

Terdapat tiga titik ekuilibrium dari model (4.1), yaitu:
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(1) = (0,0),
(2) B, = (K,0),

M)(B bm+1)

5 bm’ O‘\/ﬂ -

Dari analisis kestabilan model (4.1), maka dapat disimpulkan bahwa titik ekuilib-
rium FE; berbentuk saddle yang bersifat tidak stabil. Tipe dan kestabilan titik
ekuilibrium FEs bergantung pada nilai —b+ %, yaitu jika nilai —b+ % < 0,
maka titik ekuilibrium Es bertipe node yang bersifat stabil asimtotik, sebaliknya
jika —b+ % > 0, maka titik ekuilibrium Fs bertipe saddle yang bersifat tidak
stabil. Selanjutnya, tipe dan kestabilan titik ekuilibrium FE3 bergantung pada ni-
lai a, b, «, 8, m, dan K. Hasil analitik yang diperoleh dikonfirmasi dengan hasil
simulasi numerik yang menampilkan grafik solusi dan potret fase dari model (4.1).
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