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Abstrak. Suatu pelabelan total sisi ajaib pada graf G dengan p titik dan g sisi adalah
suatu fungsi bijektif f : V(G)U E(G) — {1,2,3, -+ ,p+ ¢} sedemikian sehingga f(u) +
f(v) + f(uv) = k, untuk setiap uv € E(G) dengan k konstanta bilangan bulat positif.
Suatu pelabelan total dikatakan sebagai pelabelan super jika f : V(G) — {1,2,3,--- ,p}.
Pada penulisan ini dikaji tentang pelabelan total sisi ajaib super pada graf terhubung
3-reguler.

Kata Kunci: Pelabelan graf, graf reguler, pelabelan sisi ajaib super

1. Pendahuluan

Teori graf merupakan salah satu cabang dalam ilmu matematika yang sering digu-
nakan untuk membantu menyelesaikan suatu permasalahan dalam kehidupan ny-
ata. Graf merupakan pasangan himpunan titik dan himpunan sisi. Salah satu kajian
dalam teori graf adalah pelabelan. Pelabelan merupakan suatu pemetaan satu-satu
yang memetakan setiap himpunan titik dan setiap himpunan sisi ke bilangan asli
yang disebut label. Dalam [2], pelabelan yang banyak dibahas adalah pelabelan titik
(vertex labeling), pelabelan sisi (edge labeling), dan pelabelan total (total labeling).

Pada pelabelan terdapat istilah bobot titik (vertex weight) yakni jumlah label
titik dan label semua sisi yang terkait dengan titik tersebut. Untuk suatu sisi uv
yvang ada di graf tersebut, jumlah label sisi dan label dua titik yang menempel
pada sisi disebut bobot sisi (edge weight) yang dinotasikan dengan w(uv). Dalam
[3] dinyatakan bahwa konsep pelabelan ajaib telah diperkenalkan oleh Kotzig dan
Rosa yaitu dengan mendefinisikan suatu pelabelan total sisi ajaib dari graf G sebagai
fungsi bijektif f : V(G)UE(G) — {1,2,--- ,p+q} dimana p merupakan banyak titik
dan q merupakan banyak sisi, sedemikian sehingga untuk setiap sisi wv € E(G),
bobot sisi w(uv) = f(u) + f(uv) + f(v) = k, dimana k adalah suatu bilangan
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bulat positif. Suatu pelabelan total sisi ajaib f dikatakan sebagai suatu pelabelan
total sisi ajaib super dari graf G apabila jika f : V(G) — {1,2,3,---,p} dan
frEG) > {p+Lp+2,p+3,--- ,p+q}.

Misalkan terdapat suatu graf terhubung G. Misalkan terdapat suatu titik v di
G. Derajat dari titik v di G didefinisikan sebagai banyaknya titik yang bertetangga
dengan titik v di G. Misalkan r merupakan derajat yang sama pada setiap titik di
G. Jika setiap titik di G mempunyai derajat yang sama, maka G dikatakan sebagai
graf terhubung r- reguler.

Graf fullerene adalah suatu graf planar 3-reguler terhubung yang memuat
bentuk pentagon dan heksagon. Graf planar 3-reguler terhubung adalah graf ter-
hubung yang setiap titiknya berderajat 3 dan setiap sisinya tidak saling berpotongan
[1]. Pada penulisan ini akan dikaji kembali jurnal [5] tentang pelabelan total sisi
ajaib super pada graf terhubung 3-reguler. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
graf Buckminsterfullerene Bgg, yang merupakan salah satu contoh graf terhubung
3-reguler, tidak memuat pelabelan total sisi ajaib super.

2. Beberapa Konsep Dasar

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan terurut G = (V(G), E(G)), di-
mana V' (G) adalah himpunan titik (vertez) yang tak boleh kosong di G dan E(G)
adalah suatu himpunan sisi (edge) yang terdiri dari pasangan terurut dari titik-
titik yang berbeda dari V' (G). Kardinalitas himpunan V(G) yang dinotasikan den-
gan |V (G)| disebut orde dari G, dan kardinalitas himpunan F(G) yang dinotasikan
dengan |E(G)| disebut ukuran (size) dari G.

Graf lingkaran (cycle) dengan n titik, dinotasikan C,, untuk n > 3, adalah suatu
graf terhubung yang setiap titiknya berderajat dua.

Gambar 1. Graf Lingkaran C5 dan Cp.

Graf reguler (regular graph) adalah graf yang setiap titiknya mempunyai derajat
yang sama. Apabila derajat setiap titik adalah r maka graf tersebut disebut sebagai
graf r-reguler. Misalkan G adalah graf r-reguler dengan p titik, maka banyak derajat
titik adalah 2 kali banyak sisi. Sehingga banyak sisi dari graf r-reguler adalah %

Graf kubik adalah graf reguler yang setiap titiknya berderajat 3. Diberikan graf
lingkaran dengan n titik yang ditulis C,, dengan n > 3. Kemudian dibentuk graf
kubik C,, , yang berasal dari dua graf lingkaran yaitu C} dengan n titik, dan C?
dengan n titik, dimana C} menyatakan graf lingkaran pertama dan C'2 menyatakan
graf lingkaran kedua.
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Gambar 2. Graf reguler dengan setiap titik berderajat 3

Dapat dilihat bahwa himpunan titik graf kubik C,, , adalah
V(Cnn) = {v14,v2:]1 < @ < n},

dengan banyak titik C,, ,, adalah |V(C, )| = n+n = 2n. Sedangkan himpunan sisi
dari graf Cy, ,, adalah

E(Cn,n) = E(O,ll) U E(CEL) U {Uu’UQiH g ) g Tl},
dimana himpunan sisi dari graf C!,C? adalah sebagai berikut:

E(Crrl) = {7]1(571)1}1&Ulnvll|2 < S < n}7 dan
2<t< n}.

Banyak sisi dari graf C,, ,, adalah n sisi pada graf C}, n sisi pada graf C2, dan n sisi
yang menghubungkan graf C} dengan graf C2, sehingga |E(C,.n)| = n+n+n = 3n.
Definisi dan terminologi graf tersebut diambil dari [3].

E(CZ) = {UQ(t—l)UZta Von V21|

Gambar 3. Graf Kubik C12,12.

Graf fullerene memiliki beberapa bentuk, diantaranya adalah graf fullerene
icosahedral dan graf fullerene nanotube. Graf Buckminster fullerene merupakan
salah satu jenis dari graf fullerene nanotube dengan banyak titik 60, dan dino-
tasikan sebagai By [1].

Himpunan titik dan himpunan sisi dari graf Buckminsterfullerene Bgy adalah
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sebagai berikut :
V(Bgo) ={vi |1 <i<b5}U{w; |1 <5 <15} U{ay|1<k<20}
Wy |1 <1< 15} U{zn | 1 <m <5}, dan
E(Bgo) = {vivig1 | 1 <i <4} U{vivs} U{wjwjpq |1 <j <14} U{wiwis}
Wzparr | 1<k <19} U{mimao} Uy | 1 <1< 14 U{yyas}
U{zmVm+1 | 1 <m <4} U{z125} U{vswsi—2} U{zmysm—1}
U{l‘le,3?41037$5w57538106,xgws,$12w975€13w11,$16w12, T17W14,
L20W15, Y122, Y33, Y46, Y6L7; Y710, Y911, Y10L14, Y12215, Y1318,
Y15719}-

Dapat dilihat pada himpunan titik dan himpunan sisi, bahwa banyak titik dari graf
Buckminsterfullerene Bgy adalah 60 titik dan banyak sisinya adalah 90.

Gambar 4. Graf Buckminsterfullerene Bgg

3. Pelabelan Total Sisi Ajaib Super Pada Graf Terhubung
3-Reguler

Pelabelan merupakan pemetaan dari unsur-unsur pada suatu graf yang berupa titik,
sisi, atau titik dan sisi ke bilangan bulat positif. Misalkan graf G adalah graf dengan
himpunan titik V(G) dan himpunan sisi F(G). Suatu pelabelan total sisi ajaib pada
graf G dengan p titik dan ¢ sisi adalah suatu fungsi bijektif f : V(G) U E(G) —
{1,2,3, -+ ,p+ q} sedemikian sehingga f(u)+ f(v) + f(uv) = k, untuk setiap uv €
E(G) dengan k konstanta bilangan bulat positif. Suatu pelabelan total dikatakan
sebagai pelabelan super jika f: V(G) — {1,2,3,--- ,p} [4].

Teorema 3.1 menentukan nilai konstanta ajaib pada suatu pelabelan sisi ajaib
super pada graf terhubung r-reguler sisi ajaib super.

Teorema 3.1. [5] Jika G adalah graf terhubung r-reguler sisi ajaib super dengan
banyak titik p dan banyak sisi q, maka q adalah gangil dan nilai konstanta ajaidb dari
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dp+q+3

setiap pelabelan sisi ajaib super pada G adalah 5

Bukti. Misalkan GG adalah graf r-reguler sisi ajaib super dengan banyak titik p dan

banyak sisi q. Graf terhubung r-reguler sisi ajaib super merupakan graf terhubung

r-reguler yang memiliki pelabelan total sisi ajaib super. Dapat didefinisikan suatu

pelabelan total sisi ajaib super f pada G sebagai f : V(G)UE(G) — {1,2,--- ,p+q}

dengan f(V(G)) = {1,2,---,p} merupakan himpunan label titik dari graf G dan

f(E(G)={p+1,p+2,---,p+ q} merupakan himpunan label sisi dari graf G.
Bobot sisi pada pelabelan tersebut adalah

w(uw) = f(u) + f(v) + f(uv) =k,

dimana pada pelabelan total sisi ajaib super pada graf terhubung r-reguler, setiap
label titik digunakan sebanyak r, setiap label sisi digunakan sebanyak 1 kali, dan
banyak bobot sisi yang digunakan adalah q. Sehingga diperoleh nilai konstanta ajaib
k dari pelabelan sisi ajaib super pada graf G adalah

pTq

qk = TZi+ Z i

i=1 i=p+1

1 P p+q
k=-arY i+ Y g (3.1)
q i=1 i=p+1

dimana gk menyatakan jumlah semua konstanta ajaib untuk semua sisi. Karena
r
G merupakan graf terhubung r-reguler, maka ¢ = % Sehingga diperoleh bahwa

2q
r=—.

p
Perhatikan bahwas:

P
di=1+42+-+(p-1)+p
i=1

:@ (3.2)
pt+aq
Yoi=@ )+ @e+)+ o+ pre-1)+(p+a)
1=p+1

— g+ 0D (33

Selanjutnya akan disubstitusi nilai 7, Persamaan (3.2), dan Persamaan (3.3) ke
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Persamaan (3.1), sehingga diperoleh:

() 2
Lf(2apt1) aa+1)

() o)
(752613

_ 2p+2+2p+q+1
B 2
_4p+q+3

2

(3.4)

Berdasarkan dari Persamaan (3.4) agar diperoleh suatu bilangan bulat k, maka
haruslah ¢ bernilai ganjil. O

Berikut diberikan contoh pelabelan total sisi ajaib super pada suatu graf ter-
hubung 3-reguler yang memenuhi Teorema 3.1.

Misalkan terdapat graf G seperti pada Gambar 5. Graf G merupakan graf Kubik
Css.25. Berdasarkan banyak titik dan banyak sisi dari G tersebut dapat didefinisikan
pelabelan total sisi ajaib super adalah f: V(G)UE(G) — {1,2,3,---,125} dengan
f V(G — {1,2,3,---,50} merupakan himpunan label titik dan f : E(G) —
{51,52,53,--- 125} merupakan himpunan label sisi. Sedemikian sehingga f(v1) +
f(v2) + f(viva) = k, untuk setiap vivy € E(G) dan untuk suatu konstanta k.

Graf Kubik Czs25 Graf Kubik Cys,5 diberi label

Gambar 5. Pelabelan total sisi ajaib super pada graf kubik Cas 25.
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Dengan menggunakan Teorema 3.1 nilai konstanta ajaib pada graf G diperoleh:

4(p) +q+3
2

4(50) 4 75+ 3
2

200 + 75 + 3

2
278
— =139.
2

,l{;:

Perhatikan bahwa

f(Ul) + f('UQ) + f(Ul’UQ) =14+14+4+124 = 1397
f(v1) + f(vas) + f(vives) = 1+ 13 +125 = 139,

f(vag) + f(vag) + f(vagvag) = 49 + 37 + 53 = 139,

f(’l}49) + f(’l)50) + f(’l)491}50) =37+ 50+ 52 = 139.
Karena untuk setiap sisi berlaku bahwa hasil penjumlahan dua label titik dan label
sisi bernilai sama, yaitu k& = 139, serta karena f(V(G)) = {1,2,3,---,50} maka
graf G memiliki pelabelan total sisi ajaib super dengan konstanta ajaib k = 139.

Akibat 3.2. Misalkan terdapat graf Buckminster fullerene Bgg. Maka graf
Buckminster fullerene Bggy tidak memuat suatu pelabelan total sisi ajaib super.

Bukti. Misalkan G adalah graf Buckminster fullerene Bgg. Graf G meru-
pakan graf terhubung 3-reguler. Graf G mempunyai banyak sisi genap yaitu 90.
Berdasarkan Persamaan (3.4) diperoleh bahwa k bukan bilangan bulat. Maka
berdasarkan Teorema 3.0.1, graf Buckminster fullerene Bgy tidak memuat pela-
belan total sisi ajaib super. O

4. Kesimpulan

Pada tulisan ini telah dikaji kembali artikel [5] tentang syarat agar suatu graf ter-
hubung 3-reguler mempunyai suatu pelabelan total sisi ajaib super. Selanjutnya,
diberikan contoh graf terhubung 3-reguler yang memenuhi yaitu graf Kubik Cas 25
dan yang tidak memenuhi yaitu graf Buckminster fullerene Bgg.
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