Jurnal Matematika UNAND

Vol. 10 No. 1 Hal. 62 — 70

Edisi Januari 2021

ISSN : 2303-291X

e-ISSN : 2721-9410

©Jurusan Matematika FMIPA UNAND

SOLUSI PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDE DUA
DENGAN SYARAT BATAS FRACTIONAL (KASUS
AKAR KOMPLEKS)

DEBBY YOLANDA, BUDI RUDIANTO*

Program Studi S1 Matematika,
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Andalas,
Kampus UNAND Limau Manis Padang, Indonesia.
email : debyyolanda01@gmail.com, budirudianto@sci.unand.ac.id

Diterima 15 Desember 2020  Direvisi 29 Desember 2020  Dipublikasikan 12 Januari 2021

Abstrak. Dalam artikel ini dikaji solusi persamaan diferensial biasa linier orde dua
homogen dengan syarat batas berupa turunan fractional. Kajian ini khusus untuk per-
samaan karakteristik dari persamaan diferensial orde dua dengan akar bilangan kompleks
murni. Turunan fractional yang digunakan dalam skripsi ini adalah turunan fractional
Riemann-Liouville

Kata Kunci: Persamaan diferensial biasa linier orde dua homogen, Akar kompleks, Tu-
runan Fractional Riemann-Liouville.

1. Pendahuluan

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan dari satu (atau
beberapa) variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas. Persamaan
diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan biasa dari satu atau lebih
variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas [9].

Suatu persamaan diferensial biasa linier orde dua adalah suatu persamaan yang
berbentuk sebagai berikut [3]:

p(a)D?y(z) + g(x) Dy(z) +r(z)y(z) = g(z) (L.1)

dimana D = % dan p(z),q(x),r(z) adalah fungsi-fungsi dari « dengan p(z) #
0. Jika g(x) = 0, maka (1.1) disebut persamaan diferensial biasa linier homogen.
Kajian tentang solusi persamaan diferensial (1.1) merupakan topik klasik dalam
matematika. Eksistensi solusi dari persamaan (1.1) telah dijamin dalam [3]. Dalam
makalah ini dikaji bagaimana bentuk solusi dari (1.1) pada suatu interval (a,b),
a,b € R dengan syarat batas memuat turunan fractional Riemann-Liouville, dimana
p(z), ¢(x),r(z) adalah konstanta dengan p(z) # 0. Kajian ini merupakan elaborasi
dari informasi dalam artikel [4].

*penulis korespondensi
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2. Beberapa Konsep Dasar

Definisi 2.1. [8] Fungsi Gamma yang dinotasikan dengan T'(n) didefinisikan seba-
gai berikut:

I(n)= [2"te %dz, n > 0.
0
Definisi 2.2. [6] Fungsi Beta didefinisikan sebagai berikut :
1
B(p,q) = [2P7'(1 —2)9 'dx , z € R dan p,q € R,p > 0,q > 0.
0

Definisi 2.3. [1] Fungsi Mittag-Leffer dua parameter didefinisikan sebagai berikut:

00
zk

Deret Taylor merupakan bentuk dari fungsi matematika sebagai jumlah tak
hingga dari suku yang nilainya dihitung dari turunan fungsi tersebut pada suatu
titik.

Teorema 2.4. [7] Misalkan f adalah fungsi yang turunan ke-(n+1)-nya ada untuk
setiap x pada selang terbuka I yang mengandung a,maka untuk setiap di dalam 1

berlaku
' (2 (n)
f@) = f@+ L@y o L oy g @) 22)
dengan sisa R, (x) dinyatakan oleh
fn—H(f) "
Rn(x) = (TL + 1)| (:E - a) +17

dengan & adalah titik antara x dan a.

Persamaan diferensial orde dua adalah persamaan diferensial yang turunan tert-
ingginya berorde dua. Secara umum persamaan diferensial biasa linier orde dua
dapat ditulis dalam bentuk [3]:

p(x)D?*y(x) + q() Dy(x) + r()y(z) = g(x), (2.3)
dimana p(z),q(z),r(x) adalah koefisien dari persaman diferensial tersebut.
Jika g(x) = 0, maka persamaan (2.3) disebut persamaan diferensial biasa orde
dua homogen. Selanjutnya dengan mengganti p(x) = aq, ¢(z) = a1, dan r(x) = ag
maka persamaan (2.3) dapat ditulis kembali dalam bentuk [3]

asD*y(z) + a1 Dy(z) + aoy(z) = 0. (2.4)

Persamaan (2.4) dapat diselesaikan dengan menentukan terlebih dahulus akar-akar
karakteristiknya, yaitu:

—ay + +/a? — 4asay T Va3 — dasag
2 — .
2662

2(12

r =

Adapun bentuk-bentuk penyelesaian persamaan karakteristik adalah sebagai
berikut [3].
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(1) Jika a? — 4agag > 0, maka akan diperoleh akar-akar riil berbeda (11 # rg)
dan solusi berupa:

y(x) = C1e™* + Coe™”, C1,Cy €R. (2.5)

(2) Jika a? — 4azap = 0,maka akan diperoleh akar-akar riil sama (r; = r) dan
solusi berupa:

y(x) = Cre™® + xCe™®, C1,Cy €R. (2.6)

(3) Jika a? —4asag < 0, maka akan diperoleh akar-akar kompleks (r1 o = p+iq)
dan solusi berupa:

y(x) = eP*(Cy cosqx + Cysingzr), C1,Cy € R. (2.7)

Definisi 2.5. [1] Turunan fractional Riemann-Liouville kiri orde o dan kanan orde
B berturut-turut didefinisikan sebagai berikut:

1 ar z y(t)
) T e @, untuk o € R\No,n=[a] +1
D y(x) = I'(n — «) dzm af (x —t)e—n+l \ No [a]
Dry(z), untuk a=n € Ny

(=p" d" ¢y _

(—=1)"D"y(x), untuk S =mn €Ny

)

dimana Ny = NU {0} dan [a] adalah bilangan bulat terbesar yang kurang dari
atau sama dengan «, [] adalah bilangan bulat terbesar yang kurang dari atau sama
dengan (.

Berikut sifat-sifat untuk turunan fractional Riemann-Liouville kiri dan kanan:

(1) D*(A\f(z)) = AD* f(x)
(2) D*(Auf (@) + Aog(a) = D (Auf(2)) + D*(ag(a)).

Dengan mengggunakan Definisi 2.5 diperoleh turunan fractional dari fungsi pangkat
sebagai berikut:

I'(m+1) _
Dy (z—a)" = m(m —a)™ Y a>0, m>—1,
T'(m+1) _
DY (h—a)"=——"" _(b—z)" P >0 ~1. 2.8
3. Pembahasan
Perhatikan persamaan diferensial berikut:
D?y(x) + k*y(x) = 0, (3.1)

dengan syarat batas berupa kombinasi dua dari persamaan berikut:

mDgty(e)|  +meDly@)| =L (3.2)

r= r=a
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— L (3.3)

z=b

usDity(@)| _ +uDgiy(e)

usDy(@)|  +ueDy(a)| =L (3.4)

r= r=a

dimana alaa27ﬂ1752 S [072]7051 # O‘Qaﬁl 7£ /627/1%' € R77’ = 1a27"' 76a dan L] €
R,7 =1,2,3, dengan ngjl,Dgf’, adalah turunan fractional Riemann-Liouville.
Solusi dari persamaan (3.1) adalah

y(x) = Cq cos(kx) + Cy sin(kz).

dimana C7 dan Cy adalah konstanta sebarang.
Untuk mendapatkan solusi yang memenuhi syarat batas (3.2),(3.3),dan (3.4),
perhatikan kasus-kasus berikut ini:

(1) Syarat batas berupa (3.2) dan (3.3)
Subtitusi solusi y(z) kedalam syarat batas (3.2) dan (3.3), diperoleh:

Ci1A11 + CoB11 = Ly
C1Az1 + CyBy1 = Ly

dimana

A1 = 1 D3} cos(kx)

, + ungi cos(kx)

Tr= r=a

Bi1 = m Dy} sin(km)‘ , + /@Dfi sin(kx)

= r=a (3.5)
Aoy = p3Dyy cos(kx) \ + pua D3 cos(kx) ,
By = psD%} sin(kx)‘ _ +uaDggsin(ka)|

(2) Syarat batas berupa (3.3) dan (3.4)
Subtitusi solusi y(z) kedalam syarat batas (3.3) dan (3.4), diperoleh

C3A19+ CyBia = Lo
C3Azp + CyBoy = L3

dimana
Arp = pu3Dyi cos(kx) + pa Dy cos(kx)
=b r=>b
By = u3Dgi sin(kx)‘ + pa D3 sin(kx)
x=b x=b (36)
Aoy = u5Dfi cos(kx)’ + ueDfi cos(kx)
Byy = u5Dfi sin(kx) + uﬁD{fi sin(kx)

(3) Syarat batas berupa (3.2) dan (3.4)
Subtitusi solusi y(z) kedalam syarat batas (3.2) dan (3.4), diperoleh

CsAi3+CBi3 =Ly
C5A93 + CsBa3 = L3
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dimana

A1z = Dy} cos(k:n)‘ , + /JQDgi cos(kx)

Blg = /JngJlr sm(k:x)

, + ,ungl sin(kx)

r=

Agg = u5D51 cos(kx) + uGDbﬁi cos(kx)

r=

ng = /,(,5Dbﬁi sm(kx)

+ ,UGDfi sin(kx)
a

r=

Untuk menyelesaikan kasus-kasus diatas, perlu ditentukan terlebih dahulu turunan
fractional Riemann-Liouville kiri dan kanan dari fungsi sinus dan cosinus dengan
mengubah bentuk fungsi sinus dan cosinus menggunakan identitas trigonometri.

Dy, sin(kx)‘ = D¢, sin (k(z — a) + ka)

)

z=b
= cos(ka) D¢ sin (k(z — a))

, + sin(ka) Dy, cos (k(z — a))

r=

Dy, cos(kzx)‘ = DY, cos (k(z —a) + ka)‘ )’

= cos(ka) DS, cos (k(z — a))

— sin(ka) DS sin(k(z — a))

r=b xr=>b

D sin(kx)‘ =D} (—sin(k(b—a) - kb)‘ N

= —cos(kb) Df_ sin (k(b - x))

)
r=a

+ sin(kb) Dl"?_ cos (k(b— z))

r=

Df_ cos(k:z:)‘ = Df_ cos (k(b — x) — kb)

)
r=a

= cos(kb) D57 cos (k(b— z))

+sin(kb) Dy_sin (k(b— z))

xr= r=a

Dengan menggunakan deret Taylor diperoleh

D, sin (ke — )| = 2 %D&(I —a)*
picos iz =0)|_, = Y- P D =,
Dy_sin (kb — )| _ = 2 me(b —a)® T
D cos (k(b—a))|_ = 2 g -0,

Turunan fractional diatas dapat diselesaikan dengan menggunakan definisi tu-
runan fractional Riemann-Liouville untuk fungsi pangkat pada persamaan (2.8)



sehingga diperoleh

D&, sin (k(z — a))
Dy, cos (k(z — a))

D} sin (k(b - z))
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Dg_ cos (k(b—z))

z=b =0 z=b
_ Lane (1)P(R) 2

o=b (@ —a) ;I‘@s—i—l — ) (z—a) o=b’
_ _pne (1) (k(b — @))%

—a = k(b*l')l ﬁ; 1"(28+2—ﬁ) x:a7
_ s (1) (k(b—))*

e~ 07 2) B; T(2s+1—B) lo=a’

Deret-deret yang membentuk persamaan di atas merupakan bentuk dari fungsi
Mittag-Leffler, sehingga dapat ditulis

D¢, sin (k(z — a)) T k(b—a)'" “Fya_o(—k*(b— a)?
D¢, cos (k(z — a)) = (b—a) *Ey1_o—k*(b—a)?)
D} sin (k(b— ) =k a) P Ey o p(—k*(b —a)?)
Dy cos (k(b— ) _=0- a) "By _p(—k%(b—a)?) (3.8)

Subtitusi persamaan (3.8)

ke turunan fractional Riemann-Lioville fungsi sinus dan

cosinus yang diperoleh sebelumnya, sehingga diperoleh

Dy, sin(kx) = k(b—a)'™ cos(ka) Eyo_o(—k*(b—a)?) +
(b—a)~*sin(ka) Ba1_ol—k*(b—a)?) (3.9)
Dgy cos(kz)| = (b—a)”* cos(ka) Eo1_o(—KE*(b—a)?) —
k(b—a)™® sin(ka) Fys_o(—k*(b—a)?) (3.10)
DY sin(kzx) = —k(b—a)'™" cos(kb) Baa_g(—k*(b—a)?) +
(b—a)™? sin(kb) Eyq1_p(—k*(b—a)?) (3.11)
Df_ cos(kzx) = (b—a)"? cos(kb) Ez1_p(—k*(b—a)?) +
E(b—a)' =7 sin(kb) Eyo_p(—k*(b—a)?) (3.12)
Contoh 3.1. Akan ditentukan solusi persamaan diferensial
D*y(z) + 9y(x) =0, z € [2,4] (3.13)
dengan syarat batas
Dyfy@)| _ +Dily@)| =1
@ . (3.14)
Dyfy@)| _ +Dil'y@)| =2

Solusi dari (3.13) adal

ah
y(x) = Cy cos(3z) + Cq sin(3z).
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Selanjutnya subtitusi y(z) ke dalam syarat batas.

D;frsy(:r)’w:4 + D;fy(ac)’w:4 =C [D;f’ cos(3z) + D;f cos(3x)] L +
Cy [D;f’ sin(3x) + D;f sin(3x)} L
Dengan menggunakan (3.9) dan (3.10) diperoleh
[Déf’ cos(3x) + D;_/:L cos(3x)] T 2,7321,
(D32 sin(3x) + D3/ sin(3z)] =03,
Sehingga,
2,7321C, — 0,3472C5 = 1. (3.15)
D;f’y(z)\ DMy =a [Dgf’ cos(3z)| _ + D/ cos(3a) z:J +
Cy [D;f sin(3x) - + Dii4 sin(3x) w:J .
Dengan menggunakan (3.9),(3.10),(3.11), dan (3.12) diperoleh
[D;f’ cos(3z) . + Di/f cos(3x) a;:2] = 2.6094,
[D,/? sin(3z) Lt D}/* sin(3z) ] =—0.8960.
Sehingga,
2,6094C7 — 0,8960C = 2. (3.16)
Selanjutnya akan ditentukan C; dan Cs dari persamaan (3.15) dan (3.16).
[2,6094 —0,8960] [01] _ {2]
2.7321 —0,3472| |Co| ~ [1]°
Karena matriks B: ggg;l :8: gigg} nonsingular, maka
[Cl] _ {2,6094 —0,8960} - [2} _ [ 0,1307 ]
Cs 2,7321 —0, 3472 1 —1,8515] °
Sehingga solusi dari (3.13) dengan syarat batas (3.14) adalah
y(x) = 0,1307 cos(3x) — 1,8515sin(3x).
4. Kesimpulan
Solusi persamaan diferensial
D?y(z) + k*y(x) =0, (4.1)

dengan syarat batas berupa kombinasi dua dari persamaan berikut:

mDty(e)|  +meDly)| =L (4.2)

r= r=a
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=L, (4.3)

z=b

usDity(@)| _ +uDgiy(e)

psDy@)| 4 psDy()| = Ls (44)

r=a

dimana 061,042,51,,62 S [0,2], Qaq 7é a2, Bl 7é ﬂg,,ui S R, 1 = 1,2,”' ,6, dan
L; eR,j=1,2,3, dengan Dg‘j},fo adalah turunan fractional Riemann-Liouville
dinyatakan sebagai berikut:

(1) Jika syarat batas berupa persamaan (3.2) dan (3.3), maka solusinya adalah
y(x) = Cy cos(kx) + Cysin(kz),
dimana C7 dan Cs adalah solusi dari sistem persamaan linier berikut

C1An + CeB11 = Ly,
C1Ax + C3By1 = Lo.

(2) Jika syarat batas berupa persamaan (3.3) dan (3.4), maka solusinya adalah
y(x) = Cscos(kx) + Cysin(kz),
dimana C5 dan Cj4 adalah solusi dari sistem persamaan linier berikut

C3A12 + CyB1a = Lo,
C3A99 + Cy By = Ls.

(3) Jika syarat batas berupa persamaan 3.2 dan 3.4, maka solusinya adalah
y(x) = C5 cos(kx) + Cg sin(kz),
dimana C5 dan Cg adalah solusi dari persamaan linier berikut

CsA13 + CsB13 = L,
C5Az3 + CsB23 = Ls,

dimana Ay1, A1, By, B, A1z, A2z, Bia, Baa, A13, As3, Bi3, Bag dapat di-
lihat pada persamaan (3.5), (3.6), (3.7), dengan

Dy, sin(kx) = k(b —a)*™ cos(ka) Eas_o(—k*(b—a)?) +
(b —a)"*sin(ka) E271_a(—k:2(b —a)?),
Dy, cos(kx) T (b—a)~® cos(ka) Fy1_o(—k*(b—a)?) —

k(b —a)'~“sin(ka) Faa o —k*(b—a)?),

Dy sin(kz)| = —k(b—a)'™? cos(kb) Fao_s(—k*(b—a)?) +

r=a

(b—a)~ P sin(kb) Exq_s(—k>(b—a)?),

D{i cos(kx) = (b—a)™? cos(kb) Ex1_p(—k*(b—a)?) +

Tr=a

k(b —a)' 7P sin(kb) By p(—k*(b— a)?).
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