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Abstrak. Dalam artikel ini dikaji solusi persamaan diferensial biasa linier orde dua
homogen dengan syarat batas berupa turunan fractional. Kajian ini khusus untuk per-

samaan karakteristik dari persamaan diferensial orde dua dengan akar bilangan kompleks

murni. Turunan fractional yang digunakan dalam skripsi ini adalah turunan fractional
Riemann-Liouville

Kata Kunci : Persamaan diferensial biasa linier orde dua homogen, Akar kompleks, Tu-

runan Fractional Riemann-Liouville.

1. Pendahuluan

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan dari satu (atau

beberapa) variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas. Persamaan

diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan biasa dari satu atau lebih

variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas [9].

Suatu persamaan diferensial biasa linier orde dua adalah suatu persamaan yang

berbentuk sebagai berikut [3]:

p(x)D2y(x) + q(x)Dy(x) + r(x)y(x) = g(x) (1.1)

dimana D =
d

dx
dan p(x), q(x), r(x) adalah fungsi-fungsi dari x dengan p(x) 6=

0. Jika g(x) = 0, maka (1.1) disebut persamaan diferensial biasa linier homogen.

Kajian tentang solusi persamaan diferensial (1.1) merupakan topik klasik dalam

matematika. Eksistensi solusi dari persamaan (1.1) telah dijamin dalam [3]. Dalam

makalah ini dikaji bagaimana bentuk solusi dari (1.1) pada suatu interval (a,b),

a, b ∈ R dengan syarat batas memuat turunan fractional Riemann-Liouville, dimana

p(x), q(x), r(x) adalah konstanta dengan p(x) 6= 0. Kajian ini merupakan elaborasi

dari informasi dalam artikel [4].

∗penulis korespondensi
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2. Beberapa Konsep Dasar

Definisi 2.1. [8] Fungsi Gamma yang dinotasikan dengan Γ(n) didefinisikan seba-

gai berikut:

Γ(n) =
∞∫
0

xn−1e−xdx, n > 0.

Definisi 2.2. [6] Fungsi Beta didefinisikan sebagai berikut :

B(p, q) =
1∫
0

xp−1(1− x)q−1dx , x ∈ R dan p, q ∈ R, p > 0, q > 0.

Definisi 2.3. [1] Fungsi Mittag-Leffer dua parameter didefinisikan sebagai berikut:

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α > 0, β > 0, z ∈ C (2.1)

Deret Taylor merupakan bentuk dari fungsi matematika sebagai jumlah tak

hingga dari suku yang nilainya dihitung dari turunan fungsi tersebut pada suatu

titik.

Teorema 2.4. [7] Misalkan f adalah fungsi yang turunan ke-(n+1)-nya ada untuk

setiap x pada selang terbuka I yang mengandung a,maka untuk setiap di dalam I

berlaku

f(x) = f(a)+
f
′
(a)

1!
(x−a)+

f (2)(a)

2!
(x−a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n+Rn(x) (2.2)

dengan sisa Rn(x) dinyatakan oleh

Rn(x) =
fn+1(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1,

dengan ξ adalah titik antara x dan a.

Persamaan diferensial orde dua adalah persamaan diferensial yang turunan tert-

ingginya berorde dua. Secara umum persamaan diferensial biasa linier orde dua

dapat ditulis dalam bentuk [3]:

p(x)D2y(x) + q(x)Dy(x) + r(x)y(x) = g(x), (2.3)

dimana p(x),q(x),r(x) adalah koefisien dari persaman diferensial tersebut.

Jika g(x) = 0, maka persamaan (2.3) disebut persamaan diferensial biasa orde

dua homogen. Selanjutnya dengan mengganti p(x) = a2, q(x) = a1, dan r(x) = a0
maka persamaan (2.3) dapat ditulis kembali dalam bentuk [3]

a2D
2y(x) + a1Dy(x) + a0y(x) = 0. (2.4)

Persamaan (2.4) dapat diselesaikan dengan menentukan terlebih dahulus akar-akar

karakteristiknya, yaitu:

r1 =
−a1 +

√
a21 − 4a2a0

2a2
dan r2 =

−a1 −
√
a21 − 4a2a0

2a2
.

Adapun bentuk-bentuk penyelesaian persamaan karakteristik adalah sebagai

berikut [3].
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(1) Jika a21 − 4a2a0 > 0, maka akan diperoleh akar-akar riil berbeda (r1 6= r2)

dan solusi berupa:

y(x) = C1e
r1x + C2e

r2x, C1, C2 ∈ R. (2.5)

(2) Jika a21 − 4a2a0 = 0,maka akan diperoleh akar-akar riil sama (r1 = r2) dan

solusi berupa:

y(x) = C1e
r1x + xC2e

r2x, C1, C2 ∈ R. (2.6)

(3) Jika a21−4a2a0 < 0, maka akan diperoleh akar-akar kompleks (r1,2 = p±iq)
dan solusi berupa:

y(x) = epx(C1 cos qx+ C2 sin qx), C1, C2 ∈ R. (2.7)

Definisi 2.5. [1] Turunan fractional Riemann-Liouville kiri orde α dan kanan orde

β berturut-turut didefinisikan sebagai berikut:

Dα
a+y(x) =


1

Γ(n− α)

dn

dxn

x∫
a

y(t)

(x− t)α−n+1
dt, untuk α ∈ R \ N0, n = [α] + 1

Dny(x), untuk α = n ∈ N0

Dβ
b−y(x) =


(−1)n

Γ(n− β)

dn

dxn

b∫
x

y(t)

(t− x)β−n+1
dt, untuk β ∈ R \ N0, n = [β] + 1

(−1)nDny(x), untuk β = n ∈ N0

,

dimana N0 = N ∪ {0} dan [α] adalah bilangan bulat terbesar yang kurang dari

atau sama dengan α, [β] adalah bilangan bulat terbesar yang kurang dari atau sama

dengan β.

Berikut sifat-sifat untuk turunan fractional Riemann-Liouville kiri dan kanan:

(1) Dα(λf(x)) = λDαf(x)

(2) Dα
(
λ1f(x) + λ2g(x)

)
= Dα(λ1f(x)) +Dα(λ2g(x)).

Dengan mengggunakan Definisi 2.5 diperoleh turunan fractional dari fungsi pangkat

sebagai berikut:

Dα
a+(x− a)m =

Γ(m+ 1)

Γ(m+ 1− α)
(x− a)m−α, α ≥ 0, m > −1,

Dβ
b−(b− x)m =

Γ(m+ 1)

Γ(m+ 1− β)
(b− x)m−β , β ≥ 0, m > −1. (2.8)

3. Pembahasan

Perhatikan persamaan diferensial berikut:

D2y(x) + k2y(x) = 0, (3.1)

dengan syarat batas berupa kombinasi dua dari persamaan berikut:

µ1D
α1

a+y(x)
∣∣∣
x=b

+ µ2D
β1

b−y(x)
∣∣∣
x=a

= L1 (3.2)
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µ3D
α1

a+y(x)
∣∣∣
x=b

+ µ4D
α2
a+y(x)

∣∣∣
x=b

= L2 (3.3)

µ5D
β1

b−y(x)
∣∣∣
x=a

+ µ6D
β2

b−y(x)
∣∣∣
x=a

= L3 (3.4)

dimana α1, α2, β1, β2 ∈ [0, 2], α1 6= α2, β1 6= β2, µi ∈ R, i = 1, 2, · · · , 6, dan Lj ∈
R, j = 1, 2, 3, dengan Dαm

a+ , D
βn

b− , adalah turunan fractional Riemann-Liouville.

Solusi dari persamaan (3.1) adalah

y(x) = C1 cos(kx) + C2 sin(kx).

dimana C1 dan C2 adalah konstanta sebarang.

Untuk mendapatkan solusi yang memenuhi syarat batas (3.2),(3.3),dan (3.4),

perhatikan kasus-kasus berikut ini:

(1) Syarat batas berupa (3.2) dan (3.3)

Subtitusi solusi y(x) kedalam syarat batas (3.2) dan (3.3), diperoleh:

C1A11 + C2B11 = L1

C1A21 + C2B21 = L2

dimana

A11 = µ1D
α1
a+ cos(kx)

∣∣∣
x=b

+ µ2D
β1

b− cos(kx)
∣∣∣
x=a

B11 = µ1D
α1
a+ sin(kx)

∣∣∣
x=b

+ µ2D
β1

b− sin(kx)
∣∣∣
x=a

A21 = µ3D
α1
a+ cos(kx)

∣∣∣
x=b

+ µ4D
α2
a+ cos(kx)

∣∣∣
x=b

B21 = µ3D
α1
a+ sin(kx)

∣∣∣
x=b

+ µ4D
α2
a+ sin(kx)

∣∣∣
x=b

(3.5)

(2) Syarat batas berupa (3.3) dan (3.4)

Subtitusi solusi y(x) kedalam syarat batas (3.3) dan (3.4), diperoleh

C3A12 + C4B12 = L2

C3A22 + C4B22 = L3

dimana

A12 = µ3D
α1
a+ cos(kx)

∣∣∣
x=b

+ µ4D
α2
a+ cos(kx)

∣∣∣
x=b

B12 = µ3D
α1
a+ sin(kx)

∣∣∣
x=b

+ µ4D
α2
a+ sin(kx)

∣∣∣
x=b

A22 = µ5D
β1

b− cos(kx)
∣∣∣
x=a

+ µ6D
β2

b− cos(kx)
∣∣∣
x=a

B22 = µ5D
β1

b− sin(kx)
∣∣∣
x=a

+ µ6D
β2

b− sin(kx)
∣∣∣
x=a

(3.6)

(3) Syarat batas berupa (3.2) dan (3.4)

Subtitusi solusi y(x) kedalam syarat batas (3.2) dan (3.4), diperoleh

C5A13 + C6B13 = L1

C5A23 + C6B23 = L3
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dimana

A13 = µ1D
α1
a+ cos(kx)

∣∣∣
x=b

+ µ2D
β1

b− cos(kx)
∣∣∣
x=a

B13 = µ1D
α1
a+ sin(kx)

∣∣∣
x=b

+ µ2D
β1

b− sin(kx)
∣∣∣
x=a

A23 = µ5D
β1

b− cos(kx)
∣∣∣
x=a

+ µ6D
β2

b− cos(kx)
∣∣∣
x=a

B23 = µ5D
β1

b− sin(kx)
∣∣∣
x=a

+ µ6D
β2

b− sin(kx)
∣∣∣
x=a

(3.7)

Untuk menyelesaikan kasus-kasus diatas, perlu ditentukan terlebih dahulu turunan

fractional Riemann-Liouville kiri dan kanan dari fungsi sinus dan cosinus dengan

mengubah bentuk fungsi sinus dan cosinus menggunakan identitas trigonometri.

Dα
a+ sin(kx)

∣∣∣
x=b

= Dα
a+ sin

(
k(x− a) + ka

)∣∣∣
x=b

,

= cos(ka) Dα
a+ sin

(
k(x− a)

)∣∣∣
x=b

+ sin(ka)Dα
a+ cos

(
k(x− a)

)∣∣∣
x=b

,

Dα
a+ cos(kx)

∣∣∣
x=b

= Dα
a+ cos

(
k(x− a) + ka

)∣∣∣
x=b

,

= cos(ka) Dα
a+ cos

(
k(x− a)

)∣∣∣
x=b
− sin(ka)Dα

a+sin
(
k(x− a)

)∣∣∣
x=b

Dβ
b− sin(kx)

∣∣∣
x=a

= Dβ
b−
(
− sin

(
k(b− x)− kb

)∣∣∣
x=b

,

= − cos(kb) Dβ
b− sin

(
k(b− x)

)∣∣∣
x=a

+ sin(kb) Dβ
b− cos

(
k(b− x)

)∣∣∣
x=a

,

Dβ
b− cos(kx)

∣∣∣
x=a

= Dβ
b− cos

(
k(b− x)− kb

)∣∣∣
x=a

,

= cos(kb) Dβ
b− cos

(
k(b− x)

)∣∣∣
x=a

+ sin(kb) Dβ
b− sin

(
k(b− x)

)∣∣∣
x=a

.

Dengan menggunakan deret Taylor diperoleh

Dα
a+ sin

(
k(x− a)

)∣∣∣
x=b

=

∞∑
s=0

(−1)s(k)2s+1

Γ(2s+ 2)
Dα
a+(x− a)2s+1

∣∣
x=b

,

Dα
a+ cos

(
k(x− a)

)∣∣∣
x=b

=

∞∑
s=0

(−1)s(k)2s

Γ(2s+ 1)
Dα
a+(x− a)2s

∣∣
x=b

,

Dβ
b− sin

(
k(b− x)

)∣∣∣
x=a

=

∞∑
s=0

(−1)s(k)2s+1

Γ(2s+ 2)
Dβ
b−(b− x)2s+1

∣∣
x=a

,

Dβ
b− cos

(
k(b− x)

)∣∣∣
x=a

=

∞∑
s=0

(−1)s(k)2s

Γ(2s+ 1)
Dβ
b−(b− x)2s

∣∣
x=a

.

Turunan fractional diatas dapat diselesaikan dengan menggunakan definisi tu-

runan fractional Riemann-Liouville untuk fungsi pangkat pada persamaan (2.8)
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sehingga diperoleh

Dα
a+ sin

(
k(x− a)

)∣∣∣
x=b

= k(x− a)1−α
∞∑
s=0

(−1)s(k(x− a))2s

Γ(2s+ 2− α)

∣∣∣
x=b

,

Dα
a+ cos

(
k(x− a)

)∣∣∣
x=b

= (x− a)−α
∞∑
s=0

(−1)s(k)2s

Γ(2s+ 1− α)
(x− a)2s

∣∣∣
x=b

,

Dβ
b− sin

(
k(b− x)

)∣∣∣
x=a

= k(b− x)1−β
∞∑
s=0

(−1)s(k(b− x))2s

Γ(2s+ 2− β)

∣∣∣
x=a

,

Dβ
b− cos

(
k(b− x)

)∣∣∣
x=a

= (b− x)−β
∞∑
s=0

(−1)s(k(b− x))2s

Γ(2s+ 1− β)

∣∣∣
x=a

.

Deret-deret yang membentuk persamaan di atas merupakan bentuk dari fungsi

Mittag-Leffler, sehingga dapat ditulis

Dα
a+ sin

(
k(x− a)

)∣∣∣
x=b

= k(b− a)1−αE2,2−α(−k2(b− a)2

Dα
a+ cos

(
k(x− a)

)∣∣∣
x=b

= (b− a)−αE2,1−α(−k2(b− a)2)

Dβ
b− sin

(
k(b− x)

)∣∣∣
x=a

= k(b− a)1−βE2,2−β(−k2(b− a)2)

Dβ
b− cos

(
k(b− x)

)∣∣∣
x=a

= (b− a)−αE2,1−β(−k2(b− a)2) (3.8)

Subtitusi persamaan (3.8) ke turunan fractional Riemann-Lioville fungsi sinus dan

cosinus yang diperoleh sebelumnya, sehingga diperoleh

Dα
a+ sin(kx)

∣∣∣
x=b

= k(b− a)1−α cos(ka) E2,2−α(−k2(b− a)2) +

(b− a)−α sin(ka) E2,1−α(−k2(b− a)2) (3.9)

Dα
a+ cos(kx)

∣∣∣
x=b

= (b− a)−α cos(ka) E2,1−α(−k2(b− a)2)−

k(b− a)1−α sin(ka) E2,2−α(−k2(b− a)2) (3.10)

Dβ
b− sin(kx)

∣∣∣
x=a

= −k(b− a)1−β cos(kb) E2,2−β(−k2(b− a)2) +

(b− a)−β sin(kb) E2,1−β(−k2(b− a)2) (3.11)

Dβ
b− cos(kx)

∣∣∣
x=a

= (b− a)−β cos(kb) E2,1−β(−k2(b− a)2) +

k(b− a)1−β sin(kb) E2,2−β(−k2(b− a)2) (3.12)

Contoh 3.1. Akan ditentukan solusi persamaan diferensial

D2y(x) + 9y(x) = 0, x ∈ [2, 4] (3.13)

dengan syarat batas

D
1/3
2+ y(x)

∣∣∣
x=4

+D
1/4
2+ y(x)

∣∣∣
x=4

= 1

D
1/3
2+ y(x)

∣∣∣
x=4

+D
1/4
4− y(x)

∣∣∣
x=2

= 2
. (3.14)

Solusi dari (3.13) adalah

y(x) = C1 cos(3x) + C2 sin(3x).
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Selanjutnya subtitusi y(x) ke dalam syarat batas.

D
1/3
2+ y(x)

∣∣∣
x=4

+D
1/4
2+ y(x)

∣∣∣
x=4

= C1

[
D

1/3
2+ cos(3x) +D

1/4
2+ cos(3x)

]∣∣∣
x=4

+

C2

[
D

1/3
2+ sin(3x) +D

1/4
2+ sin(3x)

]∣∣∣
x=4

.

Dengan menggunakan (3.9) dan (3.10) diperoleh[
D

1/3
2+ cos(3x) +D

1/4
2+ cos(3x)

]∣∣∣
x=4

= 2, 7321,[
D

1/3
2+ sin(3x) +D

1/4
2+ sin(3x)

]∣∣∣
x=4

= −0.3472.

Sehingga,

2, 7321C1 − 0, 3472C2 = 1. (3.15)

D
1/3
2+ y(x)

∣∣∣
x=4

+D
1/4
4− y(x)

∣∣∣
x=2

= C1

[
D

1/3
2+ cos(3x)

∣∣∣
x=4

+D
1/4
4− cos(3x)

∣∣∣
x=2

]
+

C2

[
D

1/3
2+ sin(3x)

∣∣∣
x=4

+D
1/4
4− sin(3x)

∣∣∣
x=2

]
.

Dengan menggunakan (3.9),(3.10),(3.11), dan (3.12) diperoleh[
D

1/3
2+ cos(3x)

∣∣∣
x=4

+D
1/4
4− cos(3x)

∣∣∣
x=2

]
= 2.6094,[

D
1/3
2+ sin(3x)

∣∣∣
x=4

+D
1/4
4− sin(3x)

∣∣∣
x=2

]
= −0.8960.

Sehingga,

2, 6094C1 − 0, 8960C2 = 2. (3.16)

Selanjutnya akan ditentukan C1 dan C2 dari persamaan (3.15) dan (3.16).[
2, 6094 −0, 8960

2, 7321 −0, 3472

] [
C1

C2

]
=

[
2

1

]
.

Karena matriks

[
2, 6094 −0, 8960

2, 7321 −0, 3472

]
nonsingular, maka

[
C1

C2

]
=

[
2, 6094 −0, 8960

2, 7321 −0, 3472

]−1 [
2

1

]
=

[
0, 1307

−1, 8515

]
.

Sehingga solusi dari (3.13) dengan syarat batas (3.14) adalah

y(x) = 0, 1307 cos(3x)− 1, 8515 sin(3x).

4. Kesimpulan

Solusi persamaan diferensial

D2y(x) + k2y(x) = 0, (4.1)

dengan syarat batas berupa kombinasi dua dari persamaan berikut:

µ1D
α1

a+y(x)
∣∣∣
x=b

+ µ2D
β1

b−y(x)
∣∣∣
x=a

= L1 (4.2)
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µ3D
α1

a+y(x)
∣∣∣
x=b

+ µ4D
α2
a+y(x)

∣∣∣
x=b

= L2 (4.3)

µ5D
β1

b−y(x)
∣∣∣
x=a

+ µ6D
β2

b−y(x)
∣∣∣
x=a

= L3 (4.4)

dimana α1, α2, β1, β2 ∈ [0, 2], α1 6= α2, β1 6= β2, µi ∈ R, i = 1, 2, · · · , 6, dan

Lj ∈ R, j = 1, 2, 3, dengan Dαm

a+ , D
βn

b− adalah turunan fractional Riemann-Liouville

dinyatakan sebagai berikut:

(1) Jika syarat batas berupa persamaan (3.2) dan (3.3), maka solusinya adalah

y(x) = C1 cos(kx) + C2 sin(kx),

dimana C1 dan C2 adalah solusi dari sistem persamaan linier berikut

C1A11 + C2B11 = L1,

C1A21 + C2B21 = L2.

(2) Jika syarat batas berupa persamaan (3.3) dan (3.4), maka solusinya adalah

y(x) = C3 cos(kx) + C4 sin(kx),

dimana C3 dan C4 adalah solusi dari sistem persamaan linier berikut

C3A12 + C4B12 = L2,

C3A22 + C4B22 = L3.

(3) Jika syarat batas berupa persamaan 3.2 dan 3.4, maka solusinya adalah

y(x) = C5 cos(kx) + C6 sin(kx),

dimana C5 dan C6 adalah solusi dari persamaan linier berikut

C5A13 + C6B13 = L1,

C5A23 + C6B23 = L3,

dimana A11, A21, B11, B21, A12, A22, B12, B22, A13, A23, B13, B23 dapat di-

lihat pada persamaan (3.5), (3.6), (3.7), dengan

Dα
a+ sin(kx)

∣∣∣
x=b

= k(b− a)1−α cos(ka) E2,2−α(−k2(b− a)2) +

(b− a)−α sin(ka) E2,1−α(−k2(b− a)2),

Dα
a+ cos(kx)

∣∣∣
x=b

= (b− a)−α cos(ka) E2,1−α(−k2(b− a)2)−

k(b− a)1−α sin(ka) E2,2−α(−k2(b− a)2),

Dβ
b− sin(kx)

∣∣∣
x=a

= −k(b− a)1−β cos(kb) E2,2−β(−k2(b− a)2) +

(b− a)−β sin(kb) E2,1−β(−k2(b− a)2),

Dβ
b− cos(kx)

∣∣∣
x=a

= (b− a)−β cos(kb) E2,1−β(−k2(b− a)2) +

k(b− a)1−β sin(kb) E2,2−β(−k2(b− a)2).
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