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Abstrak. Dalam artikel ini dikaji solusi persamaan diferensial linier orde dua dengan
syarat batas fractional, dimana turunan fractional pada syarat batas berbentuk turunan
fractional Riemann-Liouville kiri. Beberapa contoh yang mengilustrasikan hasil disajikan
untuk setiap kasus.

Kata Kunci: Persamaan diferensial linier orde dua, syarat batas, turunan fractional
Riemann-Liouville kiri.

1. Pendahuluan

Persamaan diferensial adalah persamaan yang melibatkan hubungan antara vari-
abel tak bebas dan turunan-turunannya terhadap satu atau lebih variabel bebas.
Persamaan diferensial biasa adalah persamaan yang memuat turunan biasa dari
variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas [5].

Suatu persamaan diferensial biasa linier orde-n adalah suatu persamaan yang
berbentuk sebagai berikut [2]:

po(x)D"y(x) 4 p1 (z) D" y(x) + ... + pn_1(x)D'y(x) + pu(@)y(z) = g(z), (1.1)
dimana = € [a,b], a,b € R, D' = ot i=1,2,---,n, dan p;(z) adalah koefisien
dari persamaan diferensial, serta po(z) # 0 [2]. Jika g(x) = 0, maka (1.1) disebut
persamaan diferensial biasa homogen. Secara khusus, persamaan berikut disebut
persamaan diferensial linier orde dua homogen.

po(x) D?*y(x) + p1(x) Dy(x) + p2(x)y(x) = 0, @ € [a, ] (1.2)

Kajian tentang solusi dari persamaan diferensial (1.1) dengan syarat batas yang
melibatkan turunan dari y(z) di © = @ atau = b merupakan kajian klasik yang

*penulis korespondensi
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banyak dijumpai dalam buku-buku teks [5] [6]. Dalam [7] diselesaikan persamaan
diferensial linier orde dua dengan syarat batas fractional, dimana akar karakteristik
dari persamaan karakteristik untuk (1.2) adalah imajiner murni. Dalam artikel ini,
dikaji solusi persamaan diferensial linier orde dua dengan syarat batas memuat
turunan fractional Riemann-Liouville kiri dimana akar karakteristik dari persmaaan
(1.2) adalah riil berbeda, dimana syarat batas yang dipergunakan adalah sebagai
berikut :

1 Dy () omp + p2 D2 y(x)|omp = L1 .
#3Dgéf—y($)|x=b + M4Dgiy(x)|x=b =1Ly

dimana a1, 09,03,04 € [072]7 aq 7& as dan a2 7& Oy, /j/la,U/27IU/3a,U/4aL17L2 S Ra
dengan D}, D2, D¢, dan D¢ adalah turunan fractional Riemann-Liouville kiri.

2. Landasan Teori

Diperkenalkan beberapa fungsi khusus yang berguna untuk menyelesaikan per-
samaan diferensial linier orde dua dengan syarat batas fractional.

Definisi 2.1. [3] Fungsi Gamma dinyatakan sebagai T'(n), didefinisikan sebagai
berikut:

o0
I'(n) = /33”71(37z dx, n>0.
0

Definisi 2.2. [3] Fungsi Beta dinyatakan sebagai B(p, q) yang didefinisikan sebagai
berikut:

1
B(p,q) = /xp71(1 — )9 Y,z € R dan p,qeC
0

dimana Re(p) > 0 dan Re(q) > 0.

Definisi 2.3. [1] Fungsi Mittag-Leffler dua parameter dinotasikan E, g didefin-
isikan sebagai berikut:

0 k
z
E,p(z) = —— a,fER, a>0,zeC 2.1
o= X g g P ER a0 2.)
Deret Taylor pun turut serta memiliki peran penting untuk menghampiri nilai
suatu fungsi berupa e"*.

Teorema 2.4. [4] Misalkan f fungsi yang turunan ke-(n+1)-nya ada untuk setiap x
pada selang terbuka I yang mengandung a, maka untuk setiap x di dalam I, berlaku

4 " (n)
f@) = @+ L)+ Lot LWy ), 22)
dengan sisa R, (x) dinyatakan oleh
£

Rn(ﬂf) — n+1’

o (@ a)
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dengan & adalah titik antara x dan a.

Bukti. Misalkan t terletak di antara  dan a, selanjutnya didefinisikan:

" (n—1)
F) = 1)~ 10~ P06 -0 - L @ o - o
(n)
S n!(t) (& —t)". (2.3)
Akibatnya,
(n+1)
Didefinisikan:

Tr—a

G@)=F@w—($‘t)M4Fw»

sehingga diperoleh G(z) = G(a) = 0. Berdasarkan Teorema Rolle diperoleh:

0= G'6) = F(©) + (n+ (o Fla)
(n+1) T — &
— Lo (),
dimana:
(n+1)
F(a) = f(n—|—1()€')($ —a)"! (2.4)
Substitusikan (2.4) ke (2.3), sehingga diperoleh (2.2). m|

Jika R, (z) — 0 untuk n — oo, maka

% () (g
fay =S LW gy (2.5
n=0

n!

yang disebut sebagai deret Taylor.
Jika a = 0 pada deret (2.5), maka deret tersebut disebut Deret Maclaurin yang
dinyatakan oleh persamaan dibawah ini:

X £(n)
o) =3 O gy (2.6)

n!

n=0

Persamaan diferensial orde dua adalah persamaan diferensial biasa yang turunan
tertingginya berorde dua. Perhatikan kembali persamaan diferensial orde dua pada
(1.2). Kemungkinan bentuk akar persamaan karakteristik beserta solusi yang digu-
nakan pada arikel ini adalah jika a? — 4asag > 0 diperoleh akar-akar riil berbeda
(r1 # r2). Dalam hal ini solusi dari (1.2) adalah

y(x) = Cre™® + Cre™”,
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dengan C1, Cy adalah konstanta sebarang [2].

Definisi turunan fractional yang digunakan adalah salah definisi yang dikem-
bangkan oleh Riemann dan Liouville yaitu definisi turunan fractional Riemann-
Liouville kiri yang diberikan sebagai berikut:

Definisi 2.5. [1] Turunan fractional Riemann-Liouville kiri orde o didefinisikan
sebagai berikut:

1 d ¢ y(0)

dr, ae€R\ No,n=[a]+1

D¢ y(x) = I'in—a) da:"af (x — 7)a—n+l \ No (o]
Dny( )7 a:neNO

dimana Ng = NU{0} dan [a] adalah bilangan bulat terbesar yang kurang dari atau
sama dengan o.

3. Pembahasan

Jika a? — 4azag > 0 diperoleh akar-akar riil berbeda (11 # r3). Solusi dari (1.2)
adalah

y(x) = Cre™" + Coe™", (3.1)

dengan C', Cy adalah konstanta sebarang.
Substituskan (3.1) ke dalam syarat batas fractional (1.3), diperoleh:

p1 DO (Cre™ ™ 4 Coe™ )| p=p + 2 D2 (Cre"™ " 4 Coe™")|p—p = Ly (3.2)

psDO2 (Cre™ ™ + Coe™)|p=p + pa Dt (Cre™* 4 Coe™")|p—p = Lo (3.3)

Persamaan (3.2) dan (3.3) merupakan sistem persamaan linier yang dapat ditulis

sebagai berikut:
An A12} {01] [Lﬂ
- , 3.4
{Am Az | [ Co Ly (34)

dengan C; dan C5 adalah konstanta yang akan ditentukan dan

A = DS e pmp + p2 D2 e |y
Arg = DS e™ oy + H2Da+erﬂ‘x=b
Ay = ,UJ3Da+erlm|x b+ ,U4D Tlx‘x:b
Ay = ,UJ3Da+eT21|x b+ ,U4Da+ 6r2x‘x=b

Dari (3.4) harus ditentukan turunan fractional dari ™%, yaitu
DY e,
dengan j =1,2,3,4dan k =1,2.

TET _ &5 rr(x—a) rra
Da+e le=p = D 1e (z—a)g |e=b,

> [
_ erkaDZti Z (Tk(ﬂf.— Cl)) 7

7! =b
i=0 ¥

= ZT ot (@—a)' 'Jo=b (3.5)
i=0
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dimana :
o . r'Gi+1) .
Di(x—a))|zmp==——"—(x—a)~Y 3.6
=0 e = e —a @0, (36)
Substitusikan (3.6) ke (3.5), diperoleh
[ee] ’I"k-i
Daj TET —p = rkaE : b— i—a'. 37
a+e ‘ =b € g F(Z-'-].—OZJ)( a’) / ( )

Dari (3.7) dapat ditentukan turunan fractional dari y(z), yaitu
Dyiy(x)
dengan j =1,2,3,4.
D3 y(@)|a=p = C1DL 1 omp + Ca Dl €|y
=Ci1e"b—a) Y E1_q,(ri1(b—a)) + Cae™*(b—a)~%,
X E11-a,(r2(b—a)) (3.8)
Contoh berikut mengilustrasikan operasional formula (3.4).

Contoh 3.1. Tentukan solusi dari masalah berikut:

D*y(x) + 9Dy(x) + 18y(z) = 0, = € [~2,4] (3.9)
dengan syarat:
1 11
ngty(x) I:4+62Di2+y(x) it 18 (3.10)
4 3
6§Di2+y(m) _ =21
Penyelesaian.
Akar-akarnya berupa riil berbeda, yaitu r; = —6 dan ro = —3 sehingga bentuk

solusi dari (3.9) adalah
y(a) = Cre™% + Coe™™* (3.11)

dengan C1, Cs adalah konstanta sebarang.
Syarat batas pada (3.10) dapat diselesaikan dengan mensubstitusikan (3.11) ke
(3.10). Berikut ini penyelesaian syarat batas (3.10),

1 1
(i) D'yiy(@)|  +65D%, y@) =18

1 1
Akan ditentukan turunan fractional, yaitu D12+y(x)’$:4 dan 6%Di2+y(3:) L
dengan menggunakan (3.8):

1 1

Dl yyla)| = CiDiy e

1
x:4+ CQD12+ 673z)

z=4
= 0162677, /7(—36) + Coe®6 /B /7(—18) (3.12)
= —467,3827C7] — 2,4039C5
Selanjutnya,
1 1
61/2D32+y(x) L:4: 6l/2 [ClDinre_Gw

1
2 —3x
124“? CQD_2+€

-

= C1e"°E1 1/2(—36) + C2e®Ey 1 /2(—18) (3.13)
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— —1332,2C, — 6,93668Cs

Dari (3.12) dan (3.13),diperoleh
18 = D7 6/2D?

= 72+y($) + 72+y(1‘) )

x=4 x=4

= C1e" (677 Ey 6/7(—36)) + Ey 1/2(—36) + Cae® (6_1/7E176/7(18) + E171/2(—18)>

= —1799,6C, — 9,30, (3.14)
(i) 64200, y()| =21

r=4
Akan ditentukan turunan fractional dari 6%/ 3D%2 +y(x)’ R Dengan menggunakan
r=

(3.8), diperoleh

1 1 1
61°D%, y(w)| _ =6"3D%, Crem07| 464D, o]
21 = 0161261E172/3(736) + 026661E1,2/3(*18),
= —6940,7C, — 35,9318C, (3.15)

Persamaan (3.14) dan (3.15) secara bersama-sama dapat ditulis:
—-1799,6 -9,3 Cy| |18
{—6940,7 —35,9318] [CJ - [21} (3-16)

Solusi dari (3.16) adalah Cy = 2,6580 dan Cy = —514,0206.
Akibatnya, solusi dari (3.9) adalah

y(r) = 2,6580e %" — 514,0206e 3%,  z € [-2,4] (3.17)
Contoh 3.2. Tentukan solusi dari masalah berikut:
D?y(z) + 3Dy(x) + 2y(x) =0,  x € 0,10 (3.18)
dengan syarat:
10§D§+y(w)’w:m—i—lO%D(?y(a:) = 0005 10)
10%D0§+y(x)’$:10+10%Dg+y(a:) = 0001

Penyelesaian.
Akar-akar karakteristiknya berupa riil berbeda, yaitu r; = —2 dan r, = —1 sehingga
bentuk solusi dari persamaan diferensial biasa pada (3.18) adalah

y(z) = Cre” " 4 Che™® (3.20)

dimana C1, Cs adalah konstanta sebarang.
Syarat batas (3.19) dapat diselesaikan dengan mensubstitusikan (3.20) ke (3.19).
Berikut ini merupakan penyelesaian dari syarat batas (3.19),

4 1
(i) 108D, y()| 1O+10%D02+y(x)‘ = 0.005
= = 4 1
Akan ditentukan turunan fractional, yaitu 10%D6’+y(x)‘z:10 dan 1O%D0é+y(x)
Dari (3.8) diperoleh
4 4 4 4
103D05+y(9c)‘ _ = 108CiDg e

z:lO'

4 i
10—}— 105Ca D e

=10
= ClEl,%(—Q()) + CQEL% (—10) (3.21)
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= —0,0096C; — 0,0224C,

Selanjutnya,
1
10%Do2+y(x) = 102C’1D0+e = +102 CyD O+e o
e ClEL%(—QO) +CQE17%(—1O) (3.22)
— —0,0153C, — 0,0343C,
Dari (3.21) dan (3.22), diperoleh:
0.005 =Ci(E é(—QO) +E1’%(—20)) +02(E17%(—10) —615E1’%(—10))
= —0.0249C; — 0.0567C5 (3.23)
(i) 108DZ, (o )‘ +103D0+y( )’ = 0.001
r=1 =10 3 L1
Akan ditentukan turunan fractional, yaitu 103 Dg.y(x )‘ » dan 105 D, y(x) o
r= xr=
Dengan menggunakan (3.8), dlperoleh
3 3
IO%D02+y(:c)’ s =103 ClD0+e 2 710+ 1O%CQD02+671 o
= OlEL%l (720) + CQEL—TI(*].O) (324)
= 0.0244C1 + 0.3428C)
Selanjunya
1 T
103 D0+y( x) s =103 C’1D0+e 2z m:10+10§CgD03+e 0
= C1B, 2(~20) + C2E; 2 (~10) (3.25)
= —0.0132C7 — 0.0291C%
Dari (3.24) dan (3.25) dapat diperoleh:
0.001 = Cl(Ely%l(—20) + By 2(-20)) + CQ(EL%(—IO) + By 2(—10))
= 0.0111C) + 0.3136C, (3.26)
Persamaan (3.23) dan (3.26) secara bersama-sama dapat ditulis:
—0.0249 —0.0567 | |C1 | _ [ 0,005 (3.27)
0.0111 0.3136 | |Cy|  |0,001 '

Solusi dari (3.27) adalah C; = —0.2259 dan Cs = 0.0112.
Akibatnya, solusi dari (3.18) adalah

y(z) = —0.2259¢ 2" + 0.0112¢ 7, z € [0,10] (3.28)
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4. Kesimpulan

Berdasarkan uraian sebelumnya, solusi dari persamaan diferensial linier orde dua
asD*y(x) + a1 Dy(z) + agy(z) =0 (4.1)
dengan syarat batas fractional:

1Dt y(@)|o=p + p2 Dyt y(2)|a=b = L1

4.2
N3Dgiy(x)|x:b + M4Dgiy(x)|z:b =1y ( )

dimana oy, as, as, a4 € [0,2], a1 # a3 dan ag # ay, serta py, o, i3, pa, L1, Lo € R,
D¢, DY, DSY, dan DY adalah turunan fractional Riemann-Liouville kiri orde o
dinyatakan sebagai berikut:

Jika a? — 4asap > 0 maka diperoleh akar-akar riil berbeda (r; # 732). Solusi (4.1)
adalah

y(z) = C1e™® + Che™®,

dengan C; dan C5 adalah konstanta yang akan ditentukan dari sistem persamaan

1il iel beliku‘:
|: ., : :| |:01:| |: 1:|

dan
« (e}
A = DS e amp + p2 D2 e |
« (e}
Arg = i D em® [y + pa D% e [y,
« «
Aoy = pu3 D3 e pmp + pa Dt e |y
3 «
Ago = pu3 D3 e oy + pa Dt e |y
dimana:

DY e =e™b—a) *Eri-a(re(b—a)), j=1,2,3,4, k=12 (4.3)
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