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Abstrak. Pada penelitian ini akan dibahas teorema titik tetap di ruang norm-2
(R™, |, .]|2). Teorema titik tetap merupakan teorema yang menyatakan eksistensi dan ke-

tunggalan titik tetap. Norm-2 ||.,.||2 didefinisikan sebagai ||z, y||2 := det (z z zz) 2
dengan z,y € R™. Pasangan terurut ruang vektor R"™ dengan norm-2 ||.,.||2 disebut
ruang norm-2(R™,|.,.||2). Ruang norm-2(R", ||.,.||2) merupakan ruang banach artinya
ruang norm-2(R", ||, .||2) bersifat lengkap. Ruang norm-2(R",||.,.||2) bersifat lengkap
dibuktikan dengan cara menunjukkan ekivalensi antara norm dengan norm baru. Norm
baru ini dibagun dari norm-2 ||.,.||2 dengan menggunakan dua vektor yang bebas linier.
Teorema titik tetap menyatakan jika pemetaan 7' : R™ — R™ dari ruang norm-2 lengkap
(R™,]|.,.]|2) merupakan pemetaan kontraktif maka T memiliki titik tetap yang tunggal.

Kata Kunci: Norm, Ruang norm-2, Teorema Titik Tetap.

1. Pendahuluan

Gagasan dari ruang norm-2 diperkenalkan pertama kalinya oleh Géhler pada tahun
1964. Pada tahun 1970 dilanjutkan dengan diperkenalkannya konsep ruang hasil
kali dalam-2 oleh Géhler, Diminnie dan White [5]. Pada tahun 1989, ruang hasil
kali dalam diperumum lagi oleh Misiak menjadi ruang hasil kali dalam-n (untuk
n > 2). Lalu penelitian tentang norm-2 ini dilanjutkan oleh Gunawan, Mashadi
pada tahun 2001 [7], H. Gunawan pada tahun 2002 [8] dan M.Acikgoz pada tahun
2009 [1].

Pada Tahun 2011, Nur pada [11] memformulasikan suatu teorema titik tetap
pada ruang Norm-2 (X, ||., .||s) dimana Norm-2 yang digunakan yaitu norm-2 stan-
dar menggunakan hasil kali dalam sebarang. Pada Tahun 2013, Idris, Ekariani dan
Gunawan memformulasikan suatu titik tetap di ruang [P sebagai ruang norm-2.

*penulis korespondensi
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Sedangkan pada tulisan ini akan diformulasikan suatu teorema titik tetap di ru-

ang norm-2 (R™,||.,.||2) dengan norm standar yang didefinisikan sebagai ||z, y|s :=
1
gi; 223;‘ dimana hasil kali dalamnya didefinisikan sebagai hasil kali titik.

2. Landasan Teori

2.1. Ruang Norm

Definisi 2.1. [10] Suatu norm pada ruang vektor (riil atau kompleks) X adalah

suatu fungsi bernilai riil dinotasikan oleh |||, yang memenuhi :
e [lz] =0,
o |z|| =0<=z=0,
o [laz] = [alll],
o ||z 4yl < |zl + llyl| (sifat ketaksamaan segitiga),

dengan x, y adalah sebarang vektor di X dan o adalah sebarang skalar. Ruang norm
didefiniskan sebagai ruang vektor dengan norm yang didefinisikan di dalamnya,
ditulis (X, ||.||) atau dalam bentuk yang lebih sederhana X .

Jika (X, (.,.)) merupakan suatu ruang hasil kali dalam maka norm sebuah vektor
@ dinyatakan dengan || z ||, yang didefinisikan sebagai || x ||= (z,z)2 > 0.

Definisi 2.2. [10] Norm ||.|| dan norm ||.||o pada ruang vektor X disebut ekuivalen
jika ada a,b > 0 sedemikian sehingga untuk setiap x € X berlaku, allz|lo < ||z]] <
bl lo.-

2.2. Teorema Titik Tetap Banach

Definisi 2.3. [10] Suatu barisan (z,) pada ruang norm (X, |.||) dikatakan konver-
gen ke x € X jika im,_intey |2 — || = 0 atau dengan kata lain untuk setiap
€ > 0 terdapat suatu bilangan asli N = N, sedemikian sehingga untuk setiap n > N
berlaku ||z, — x| < e.

Definisi 2.4. [10] Suatu barisan (x,) pada ruang norm (X,|.||) disebut Cauchy
Jika limy, int ¢y |2 — || = 0 atau untuk setiap € > 0 terdapat suatu bilangan asli
N = N, sedemikian sehingga untuk setiap m,n > N berlaku ||, — x,|| < €.

Definisi 2.5. [10] Ruang Banach adalah ruang norm yang lengkap yaitu ruang
norm yang apabila setiap barisan Cauchy di dalamnya konvergen ke x € X.

Definisi 2.6. [10] Suatu titik tetap dari pemetaan T : X — X dari suatu him-
punan X ke dirinya sendiri adalah suatu nilai x € X yang dipetakan ke dirinya
sendiri, atau

Tx =x.

Definisi 2.7. Misalkan X = (X, ||.||) suatu ruang norm. Suatu pemetaanT : X —
X. Pemetaan T dikatakan Pemetaan Lipschitz jika terdapat kons-tanta k > 0,
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sedemikian sehingga untuk setiap x,y € X berlaku
[Tz =Tyl < kllz —yll.

Infimum dari semua kemungkinan konstanta k disebut dengan konstanta Lipschitz
dari T. Jika konstanta Lipschitz kecil dari 1, T disebut suatu pemetaan kontraktif.

Teorema 2.8. [10] Misalkan X = (X,||.|) adalah suatu ruang norm. Jika X
lengkap dan T : X — X suatu pemetaan kontraktif pada X, maka T mempunyai
titik tetap yang tunggal.

Bukti. Akan dikonstruksi suatu barisan (x,) dan akan ditunjukkan barisan terse-
but adalah barisan Cauchy. karena X bersifat lengkap maka barisan tersebut kon-
vergen ke x € X, lalu akan dibukikan limit  nya adalah suatu titik tetap dari 7" dan
T tidak mempunyai titik tetap yang lain. Ambil sembarang zo € X dan definisikan
"barisan iterasi” (z,) sebagai

zo ,

Iy = Tan

T = T.Z‘l = Tzl‘o,

T, =T xg.
Akan ditunjukkan (z,) Cauchy.
Perhatikan bahwa
[Zm+1 — Tl = [ TTm — TTm—1]
<kl — xm—lH

é k2H$m71 - xm72H

< k™| — 2o,

dengan sifat ketaksamaan segitiga dan rumus jumlah deret geometri diperoleh untuk
n>m,

|Zm — znll < |lTm — Tmagr || + |1 Tma1 — Tl + -+ 201 — 20|
< KM@y — wol| + K" oy — x| + -+ KT g — o]

= (K" + k™ 1+ B oy — o
1 — kn—m

= kmﬁllwl — o
karena 0 < k < 1, diperoleh 1 — k"~ < 1. Akibatnya,
[ — all < 2oy — o]l
1-k

Pada ruas kanan, untuk 0 < k < 1 dan ||xg — x| dapat ditetapkan, jadi ruas
kanan dapat dijadikan sekecil mungkin dengan mengambil m sebesar mungkin dan
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(n > m). Ini membuktikan bahwa (z,,) adalah Cauchy. Karena R™ bersifat lengkap
maka (z,,) konvergen, katakanlah z,,, — 2. Akan ditunjukkan limit 2 adalah suatu
titik tetap dari pemetaan T

Dari ketaksamaan segitiga diperoleh

| = Txl| <[l = @m| + [Jem — Tl
S llo = zm| + Ellzm -1 — =],
Penjumlahan pada ruas kanan dapat dijadikan lebih kecil dari ¢ > 0, karena x,, —
x. Disimpulkan bahwa ||z — Tz| = 0, jadi 2 = T'z. Ini menunjukkan x adalah titik
tetap dari T'. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa x adalah satu-satunya titik tetap
dari T'. Misalkan terdapat titik tetap lain T sehingga diperoleh TZ = 7. Dari Definisi
2.7) ||z = Z|| = ||[T2 — TZ|| < k||l — 7| saat k < 1,
o —7|| < klle -
()1 =k)lz-=] <0
sedangkan dari definisi norm diperoleh ||z —Z|| > 0. Dapat disimpulkan ||z —Z|| = 0.
yang mengakibatkan x = T sehingga teorema terbukti. m|

2.3. Ruang Norm-2

Definisi 2.9. [6] Misalkan X adalah ruang vektor dengan dimensi X sekurang-
kurangnya 2. Suatu Norm-2 pada himpunan X adalah fungsi ||.,.| : X x X = R
yang memenuhi sifat sebagai berikut:

(1) ||z, yll > 0 untuk setiap z,y € X.

(2) ||z, yl| =0 < x,y bergantung linier.

(3) |z, yll = lly, z|| untuk setiap x,y € X (sifat simetri).

(4) oz, y|| = |a||z, y|| untuk setiap z,y € X dan o skalar.

(5) llz+y, 2| < |z, 2|+ ||y, 2| untuk setiap x,y,z € X (sifat ketaksamaan segitiga,).

Pasangan terurut (X,||.,.||) disebut ruang norm-2 dimana ||.,.|| norm-2 dan X ru-
ang vektor.

Definisi 2.10. [13] Misalkan (X,||.,.||) adalah ruang norm-2. Suatu barisan ()
di X dikatakan konvegen ke x € X jika dan hanya jika

lim |z, —2,y|]| =0
n—oo
untuk setiap y € X.

Definisi 2.11. [13] Misalkan (X,||.,.||) adalah ruang norm-2. Suatu barisan ()
pada X disebut Cauchy jika untuk setiap y € X berlaku

lm ||z — 20,y = 0.
m,n—00

Definisi 2.12. [14] Ruang norm-2 (X, ||.,.||) dikatakan ruang Banach-2 jika dan
hanya jika setiap barisan Cauchy di ruang tersebut konvergen ke v € X.
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3. Pembahasan

3.1. Norm-2 pada R™

Misalkan (R™,||.,.||2) merupakan ruang norm-2, didefinisikan sebagai :
vorzoy\® |zoxa-yl?

feala = den (200 V) T oy
y-ry-y y-ry-y

Didefinisikan norm pada R™ sebagai berikut ||z[|% := [z, a1|2 + || =, a2||3]? dimana

{a1,a2} adalah himpunan yang bebas linier pada ruang R™. Akan ditunjukkan |||}
merupakan norm.

Perhatikan untuk setiap z,a1,a2,y € R"™ dengan z = (x1,22,...,Zy,), ¥ =
(yl7y2a"'7yn)~
(1) Jelas bahwa ||z||5 > 0 karena

|z, a3 = v >0 dan

a] - ap - ax
2 _ ||z wan|| S
|z, az||3 R | = sehingga,
I2ll5 = (|2, a1]13 + l|z, a2|3]= > 0.

(2) (=) Misalkan ||z||5 = 0. Akan ditunjukkan bahwa 2=0.
Karena ||z||; = 0 diperoleh ||z, a1]|2 = 0 dan ||z, az|]2 = 0.
Misalkan x = ka;. Perhatikan,

|z, azll2 = [|ka1, azll2 = klla1, az||2 = 0.

Karena {a1, as} bebas linier, persamaan kl||a, az||2 = 0 hanya dapat dipenuhi
jika k = 0. Karena x = ka; sehingga diperoleh x =0
(<) Misalkan =0 akan ditunjukkan bahwa ||z|| = 0.
Karena x= 0 artinya x; = 0 untuk setiap ¢ = 1,2 sehingga
Izl1§ = [z, a1(3 + [|z, a2]13]> = 0.
(3) Akan ditunjukkan |az|i = |o|||z|3.

1
lez]l; = [llaz, ar|l3 + llaz, a3 ]2

1
?l|lz, a1[|3 + o, as|3]2

(@)2(||z, a1|j3 + ||z, az]|2)]2

1
= lalll|lz, a1[3 + [, a2||3] 2

[
= [laz, a3 + [z, az3]2
= [a
[

= ledll[l3-

(4) Akan ditunjukkan ||z +y[[7 < |[=[]7 + [ly[]3

Perhatikan
Iz +y,a1ll3 < (lz, a1ll2 + [y, a1]l2)*
&+ y, azll5 <

=

(

(lz, azll2 + |y, az[2)

& llz+ylt < ((lz,arllz + lly, arll2)® + (2, azll2 + lly, az[2)?)
<

1 1
. anll3 + |z, a2)13) % + (ly, a3 + [ly, a2]13)?
/7 + llyliz
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Dari 1,2,3 dan 4 terbukti ||.||} adalah norm.

Hal ini juga mengakibatkan ||z||5 = [||z, b1 ||>++|, b2||?]? adalah norm. Himpunan
b1 dan by didapatkan dengan cara membuat himpunan a; dan as yang ortogonal
menjadi ortonormal. {by, bo} hasil Gram-Schmidt dari {a1,a2}.

Teorema 3.1. Jika ||.| adalah norm dan ||.,.||2 adalah norm-2 maka untuk setiap
x € R" berlaku,

l[1* < fl]l3-
Bukti. Ambil z € R" sebarang.
o |Tex x-b1| 2 9
ol = |0 = el o)
. b
b 2: r-xr X 2 _ 2 b 2'
bl = |y 7 R = ol = ()

{b1,b2} adalah himpunan ortonormal pada R™ dan bedasarkan ketaksamaan Bessel,
maka,

[z]? < [|2|* = (2, b1)* + [|=]* = (x,b2)?
= ||z, b1]|2 + [|2, b2 |2
1
< Iz, b1 I3 + |, b2 13]

= [lll>- 0

3.2. Kekonvergenan Barisan pada Ruang Norm-2(R",||.,.||2)

Lema 3.2. Suatu barisan (x,) konvergen ke x pada R™ terhadap norm-2 jika dan
hanya jika lim, o ||xn — 2,01||2 = 0 dan lim, o ||xn — x,b2||2 = 0. Barisan (x,,)
Cauchy pada R™ terhadap norm-2 jika dan hanya jika limy, oo ||€n — Zm, b1|l2 = 0
dan lim, o ||y — T, b1]j2 = 0.

Bukti.

(1) Barisan (z,) konvergen ke = pada R™ terhadap norm-2 jika dan hanya jika
limy, o0 [|2n — 2, b1||2 = 0 dan lim, o0 || — 2, b2]]2 =0
(=) Misalkan barisan (x,) konvergen ke z pada (R",|.,.||2), dengan meng-
gunakan definisi kekonvergenan diperoleh lim,, o ||z, — 2, y|l2 = 0 untuk se-
tiap y € R™. Karena {b1,bs} adalah hasil Gram-Schmidt dari {a1, a2}, den-
gan aj,as € R™ maka by,by € R™, sehingga lim, o |2, — 2,b1]]2 = 0 dan
lim, o0 || 20 — , b2|l2 = 0.

(«=) Misalkan lim,, o ||Zn — @, bi]|2 = 0 untuk setiap ¢ = 1, 2. Akan dibuk-

tikan barisan (z,) konvergen ke x pada (R",|.,.||2). Untuk setiap y € R”
misalkan y dapat ditulis menjadi y = a1b1 + asbs. Perhatikan bahwa,

lim ||z, —z,y|l2 = lm ||z, — 2z, a1b1 + a2bs||2
n—o0 n—o00
< lim (Joql|l|zn — 2, b1]|2 + |a2l|||zn — 2, b2]|2)
n—oo

lim |aql|l|zn — z,b1]l2 + lim |as|||xn — 2, b2||2-
n—00 n—oo
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Karena lim,, o ||zn — 2, b;]]2 = 0 diperoleh lim,, o ||zn, — z,y|l2 < 0 untuk
setiap i = 1, 2, sedangkan dari definisi norm diperoleh ||z, —z, y||2 > 0, sehingga
disimpulkan bahwa lim,, . |2, —z,y||2 = 0 atau dengan kata lain barisan (z,,)
konvergen ke x pada R™.
Barisan (z,,) Cauchy pada R" terhadap norm-2 jika dan hanya jika
limy, o0 || 2 — Zm, b1]l2 = 0 dan limy,— o || 25 — T, b2]j2 = 0.
(=) Misalkan barisan (x,) Cauchy pada (R™,|.,.|l2), dengan menggunakan
definisi Cauchy diperoleh lim, oo ||€n — Zm,y|l2 = 0 untuk setiap y € R™.
Karena {b1, b2} adalah hasil Gram-Schmidt dari {a1, a2}, dengan a;,as € R®
maka by, bs € R™, sehingga dapat disimpulkan bahwa lim,, o ||€n — Zpm, b1|]2 =
0 dan limy, 0 ||Zn — Tm, b2||2 = 0.

(<) Misalkan lim, oo ||Zn — m, bi||2 = 0 dengan ¢ = 1,2. Akan dibuktikan
barisan (x,) Cauchy pada (R",].,.]|2). Untuk setiap y € R™ misalkan y dapat
ditulis menjadi y = a1b1 + azbs. Perhatikan bahwa,

lim ||J,‘n — xm,y|\2 = lim H.ﬁn — xm,albl + Ongg”g
n— oo n—00

IN

i (Jo|lzn = 2m, bill2 + |ag|lzn — 2m, bal2)
n—roo

= lim |011|||In7$m,b1||2+ lim |012|||In7$m,b2||2.
n— o0 n— oo

Karena lim,, o0 ||Zn — Zm, bi||2 = 0 diperoleh lim, o0 ||Z7 — Zpm, yll2 < 0 untuk
setiap ¢ = 1,2 sedangkan dari definisi norm diperoleh ||z, — Z,,y|l2 > 0, se-
hingga disimpulkan lim, . ||2n — Zm, yl|l2 = 0, dengan kata lain barisan ()
Cauchy pada (R™,].,.]|)- O

Lema 3.3. lim,, , ||zn —2,a1]|2 = 0 dan lim,, o ||Zn —2, as||2 = 0 jika dan hanya
gika imy, o0 ||2n — 2,b1]]2 = 0 dan limy, o0 |2 — 2, b2]|]2 = 0. Lebih jauh suatu
barisan (x,) konvergen ke x terhadap |.||T jika dan hanya jika (z,) konvergen ke
x terhadap ||.||5 , dan (z,) barisan Cauchy terhadap ||.||i jika dan hanya jika (x,,)
barisan Cauchy terhadap ||.||5.

Bukti.

(1)

lim, o0 [|2n — @, a1]|2 = 0 dan lim,, o ||Zn — 2, a2]]2 = 0 jika dan hanya jika
lim, o0 [|2n — 2, b1||2 = 0 dan lim, o0 ||z, — 2, b2]]2 = 0.

(=) Misalkan lim, o ||2n — @, a1]]2 = 0 dan lim,,_, o || Zn — z, a2]|2 = 0 . Akan
dibuktikan lim, e ||2n — 2, b1||2 = 0 dan lim,, o ||z, — 2, b2]|]2 = 0. Karena
{b1, b2} adalah hasil Gram-Schmidt dari {a;, a2} dapat misalkan by = ka; dan
bo = l1a1 + lsas.
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Perhatikan

lim ||z, —x,b1]2 = lim ||, — x, ka1]|2
n— oo n— oo

lim |k|||lz, — z,a1]|2
n—oo

= |k| nlggo lzn — 2,012

= |k|.0
=0
lim ||z, —x,b2]| = lim ||z, — z,l1a1 + l2a2]|2

IN

lim (|l1][|zn — 2, a1ll2 + |l2|||lzn — 7, a2[2)
n—oo

lim |lh|||zn — z,a1|]2 + lim |lo]||z, — x, az2]|2
n— oo n— oo

[11].0 + [|l2].0

=0.

Karena lim,_, ||2n — ,a;]|]2 = 0 diperoleh lim, o |27 — z,b;]]2 < 0 untuk
setiap ¢ = 1,2, sedangkan dari definisi norm ||z,, — x, b2||2 > 0, sehingga disim-
pulkan bahwa lim, o |2, — 2, b;||2 = 0 untuk ¢ = 1, 2.

(<)Misalkan lim, o0 ||2n — @,b1]]2 = 0 dan lim, o ||2n — 2, b2]l2 = 0 .
Akan dibuktikan lim, e |2, — #,a1]|2 = 0 dan lim, o ||z, — @, a2]2 = 0.
Karena {b1,b2} adalah hasil Gram-Schmidt dari {ai,as} diperoleh a; = sb;
dan ag = t1b1 + tobs. Perhatikan

nl;rrgo |zn — x,a1||2 = nl;ngo |zn — x, thy||2

= lim |¢|||xn — 2, 01]|2
n— oo

= [t| nh_?;o lzn — 2, b1]|2

= [¢[.0
=0
lim Hﬂfn — SC,bQHQ = lim ||In — I,tlbl + tg + b2H2
n—00 n—00
< lim ([t1f|lzn = 2, b1l2 + [t2[[[2n — 2, bol2)
n—00

Um [t1]]|zn — 2, b01]2 + Um |ta|||zn — z, ba]|2
n— oo n—00
.= [t1].0 + [|t2].0

=0.

Karena lim, o ||Zn — 2, b;||2 = 0 diperoleh lim,,_, ||z, — #,az]|2 < 0 untuk
setiap ¢ = 1, 2 sedangkan dari definisi norm diperoleh ||z, —x, az||2 > 0, sehingga
disimpulkan bahwa lim, o ||Zn — @, a;|| = 0 untuk 7 = 1, 2.

Barisan (z,,) konvergen ke x terhadap ||.||7 jika dan hanya jika (x,) konvergen
ke x terhadap ||.||3.

(=) Misalkan barisan (x,) konvergen ke x terhadap ||.||;. Akan dibuktikan
barisan (z,) konvergen ke x terhadap ||.||5.

Barisan (x,,) konvergen ke = terhadap |.|| artinya lim, . ||z, — |7 = 0.
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Perhatikan,
lim ([lzn, —2[71)* = lim (o, - 2,a1]2)* + (|20 — 2, a2]|2)?).
n—roo n—roo
= lim (o —z.a1]2)* + lim (o, 2, a])>
=0.

Diperoleh lim,, ;oo (||Zn — 2, a;][1)? = 0 sehingga lim,, o0 |7, — 7, ai]|2 = 0
untuk ¢ = 1, 2. Dari kondisi (1) diperoleh lim,,_, « ||z —z, b;||2 = 0 untuk setiap
i = 1,2. Perhatikan,

2
. o * 2: : o . 2
i (e = 17 = i 3 (I = 2.l
=0.

Dapat disimpulkan lim,,_, ||z, — z||3 = 0 atau dengan kata lain barisan (z,,)
konvergen ke = terhadap |.|5.

(<) Misalkan barisan (z,,) konvergen ke z terhadap ||.||5. Akan dibuktikan
barisan (z,) konvergen ke = terhadap |.||3.
Barisan (z,,) konvergen ke x terhadap ||.||5 artinya lim,_, ||z, — z||3 = 0.
Perhatikan

i (= 2[5)% = 1 ((an = 2,b1]12)? + (2 = 2, bal}2)?).

Tim (o — 2. 12)? + lim (2, . bola)"

=0.
Diperoleh lim,, o (||, — 2, b;||1)? = 0 sehingga lim,, o |2, —, b;]|2 = 0 untuk
setiap ¢ = 1, 2. Dari kondisi (1) diperoleh lim,,_, o ||2n — 2, @;||2 = 0 untuk setiap
i = 1,2. Perhatikan,

2
T (o = 2l7)* = Jim > (o - oai2)?
i=1

=0.

Dapat disimpulkan lim,, . ||z, — z||5 = 0 atau dengan kata lain barisan ()
konvergen ke = terhadap |.||.

Barisan Cauchy terhadap |.|| jika dan hanya jika () barisan Cauchy ter-
hadap |.J3

(=) Misalkan barisan (z,,) Cauchy terhadap ||.||;. Akan dibuktikan barisan (,,)
Cauchy z terhadap |.|5.

Barisan (z,,) Cauchy x terhadap |||} artinya lim, inf ¢y ||2n — Tm ||} = 0. Per-
hatikan,

i (= 2ll$)? = T (2 — 2, 01 )% + (e — 2,0 ])?).

= lim (2 0> + T (00— 2, a2]).

=0.
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DiperOIGh hmn—)oo ||x7l - 'rTTHa'i”% =0 Sehingga hmn—)oo ||xn - xmaai”2 =0
untuk ¢ = 1, 2. Perhatikan,
2

2
dn 3 — s ail) < Dl (o = 2l + J (o — )
1= 1=

Dari kondisi (1) mengakibatkan

2
. B N <
nl;rr;oz_; |zn — m, bi]l2 <0,

sedangkan dari definisi norm diketahui bahwa ||, — Zm,,bi|l2 > 0 maka
lim, oo || — Tm, bi]]2 = 0 untuk ¢ = 1, 2. Dapat disimpulkan bahwa,
lim, o ||, — Zm |5 = 0 atau dengan kata lain barisan (x,,) Cauchy terhadap
1115

(<) Misalkan barisan (z,) Cauchy terhadap ||.||5. Akan dibuktikan barisan
(zn,) Cauchy x terhadap ||.||5.
Barisan (x,) Cauchy x terhadap ||.||3 artinya lim, oo [|[n — Zm||5 = 0. Per-
hatikan,

lim ([l — 2l3)? = T (([2n — 2 bil12)? + (l2n — 2, ball2)?).

. . 2 . - 2

i (2, — a2+ lim (g — 2, bofl)”
=0.

Diperoleh lim,, o0 [T — Zm, bi||3 = 0 sehingga lim,, o0 |0 — T, billz = 0

untuk ¢ = 1, 2. Perhatikan,

2 2
i > (e = @ billa) < S lim (o = @ billa) + lim (= 2,b2).

i=1 i=1

Dari kondisi (1) mengakibatkan,

2
nlLH;oZ ||xn — T, aiHQ S Oa
i=1
sedangkan dari definisi norm diketahui bahwa ||z, — Zm,a;i|]l2 > 0 maka
limy, o0 || € — @, a;l|2 = 0 untuk setiap ¢ = 1,2. Dapat disimpulkan bahwa,
limy, oo [|[Zn — Tmlf = iMoo (|70 — T, a1 + |20 — Tm,az]|3) = 0 atau

dengan kata lain barisan (z,,) Cauchy terhadap ||.||3. |
Teorema 3.4. Suatu barisan (x,) konvergen ke x pada ruang norm-2 (R™||.,.||2)
jika dan hanya jika lim, o ||2n — z,a1] = 0 dan lim, o ||2 — @, az]| = 0 dimana

{a1,a2} bebas linier.

Bukti. Misalkan barisan (x,) konvergen ke x pada (R™,||.,.||2) maka bedasarkan
Lema 3.2 diperoleh lim,,_, o || — @, b1]|2 = 0 dan lim,_, ||z, — z,b1]]2 = 0. Be-
dasarkan Lema 3.3 diperoleh lim,,_, ||2n — @, a1]|2 = 0 dan

limy, 00 ||2n — 2, az2||2 = 0 dengan {aj,as} bebas linier, begitu juga sebaliknya. 0O
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3.3. Ruang Norm-2 Bersifat Lengkap (R",]||.,.||2)

Sifat lengkap terkait dengan setiap barisan Cauchy di dalam ruang norm itu kon-
vergen. Pada sub bab ini akan ditunjukan bahwa ruang norm-2 bersifat lengkap
dengan cara menunjukan ruang norm yang konvergen dengan norm-2 juga bersifat
lengkap.

Teorema 3.5. Norm ||.||5 ekivalen dengan norm |.|| pada R™.

Bukti. Bedasarkan Definisi 2.2, akan dicari nilai ¢ dan b sedemikian sehingga
al|z]| < ||=||5 < b||x|| berlaku. Karena ||z|| < ||«]|*> dan bedasarkan Proposisi 3.1,
pilih a=1 sehingga [|z[| < [|z[* < [l[3.

Dengan menggunakan ketaksamaan Hadamard dan karena ||b;|| =1 untuk

setiap 7 = 1,2 perhatikan,

[E1l

[, bu]13 + ll, ba] 3]/

< [ll2llo ]l + ll]|[b2][*]*/2
= [ll|* + ll]/*]"/

= [2/|=|*]"/*

Pilih b = /2 sehingga ||z||*> < v/2||z||. Karena terdapat a,b sedemikian sehingga
llzll < llz]3 < v2||z|| berlaku. Norm ||.||5 ekivalen dengan norm ||.|| pada R". O

Teorema 3.6. Barisan (x,) konvergen ke x pada ruang norm-2 (R™,|.,.|l2) jika
dan hanya jika barisan tersebut juga konvergen di (R™,||.||), dan barisan (x,)
Cauchy pada norm-2 (R™, ||.,.||2) jika dan hanya jika barisan tersebut juga Cauchy
pada (R, [|.[]).

Bukti. (=) Misalkan (z,) konvergen ke = pada ruang norm-2 (R, ||.,.|]|2). Dari
Lema 3.2, diperoleh lim,, o ||z, — 2, b1||2 = 0 dan lim,_,o ||z, — 2, b2||2 = 0 men-
gakibatkan lim,_, ||z, — z||5 = 0. Karena Norm ||.||5 ekivalen dengan norm .||
pada R™ mengakibatkan lim,,_, ||z, — || = 0 . Dapat disimpulkan bahwa Barisan
(2,) juga konvergen ke x pada pada ruang norm (R",|.||).

(<) Misalkan (z,,) konvergen ke z pada ruang norm (R”, ||.||2). Ambil y € R"
sebarang. Jika y = 0, untuk setiap € > 0 maka ||z, — z,y| < e. Jika y # 0 maka
barisan (z,) konvergen ke 2 pada ruang norm (R",||.||2) artinya untuk setiap € > 0
terdapat no > 7 € N sehingga lzn — || < Tl
Perhatikan untuk setiap n > ng dan bedasarkan ketaksamaan Hadamard dipe-roleh
lzn, — 2, yll2 < ||xn — z|||ly|]] = €. Dengan kata lain Barisan (z,,) di R" konvergen ke
x pada ruang norm-2 (R™, ||., .||2).

(=) Misalkan (z,,) Cauchy pada ruang norm-2 (R”, ||, .||2). Dari Lema 3.2 diper-

oleh lim, o0 [|Z5, — Tm,b1]] = 0 dan limy, o0 || — Tm,b2| = 0 mengakibatkan
lim, o0 ||2n — Tm||5 = 0. Karena Norm ||.||3 ekivalen dengan norm |.|| pada R™
mengakibatkan lim, . ||€n, — || = 0 . Dapat disimpulkan bahwa Barisan ()

juga Cauchy pada pada ruang norm (R™, ||.|]).
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(<) Misalkan (z,,) Cauchy pada ruang norm (R", ||.||2). Ambil y € R™ sebarang.
Jika y = 0, untuk setiap € > 0 maka ||z, — Zm,y|| < €. Jika y # 0 maka barisan
(x,) Cauchy pada ruang norm (R™, ||.||) artinya untuk setiap e > 0 terdapat Ny >
Ton € N sehingga untuk setiap m,n > No berlaku lzn — 2| < el
Perhatikan untuk setiap N > Ny dan bedasarkan ketaksamaan Hadamard diperoleh
|zn, — Zm, yll2 < ||zn — 2||||ly]| = € untuk setiap m,n > N. Dengan kata lain Barisan

(25,) di R™ Cauchy pada ruang norm-2 (R™, |.||). |

3.4. Teorema Titik Tetap pada Ruang Norm-2(R",||.,.||2)

Teorema 3.7. Ruang norm-2 (R™,||.,.||2) adalah lengkap.

Bukti. Misalkan (x,,) barisan Cauchy di ruang norm-2 (R™, ||.,.||2). Bedasarkan
Teorema 3.6 diperoleh barisan (x,,) juga Cauchy di (R™, ||.||2). Diketahui bahwa ()
konvergen ke x terhadap norm ||.||2. Dari Teorema 3.6 diperoleh (z,,) konvergen ke
x pada ruang norm-2 (R”,|.,.||2). Hal ini membuktikan Ruang norm (R",|.,.||2)
adalah lengkap. O

Teorema 3.8. Misalkan (R™, ||.,.||2) adalah ruang Banach dan {a1,a2} adalah him-
punan yang bebas linier serta memenuhi | Tx — Ty, a;|| < kl|lz — vy, a;|| untuk setiap
z,y,a; € R” dimana i = 1,2 dan 0 < k < 1, maka T mempunyasi titik tetap yang
tunggal.

Bukti. ||z|7 := [|z,a1]]2 + ||z, a2]|2]? merupakan norm pada R™. Norm ||.||2 eki-
valen dengan norm ||.||5 sehingga (R™, ||.||5) lengkap. Lebih jauh menurut Lema 3.3
diperoleh (R™, ||.||7) adalah lengkap.

Perhatikan untuk setiap =,y € R™ berlaku,

(ITz = Ty|7)?* = T2 — Ty, a1|3 + [Tz — Ty, az|f3
< Kl =y, all + k2|lz — y, a2
=k (|lz — y[7)*
(S)Tz = Tyl[y < kllx -yl

untuk setiap z,y € R"™. T kontraktif terhadap ||.||} , Karena (R™,|.||7) adalah
lengkap sehingga T memiliki titik tetap yang tunggal. O
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