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Abstrak. Ruang null dari matriks A yang berukuran m x n adalah himpunan semua
solusi untuk persamaan Ax = 0 dan ruang peta dari matriks A yang berukuran m X n
adalah himpunan semua solusi untuk persamaan Ax = y. Misalkan matriks A berukuran
n x n dikatakan matriks idempoten jika A2 = A. Matriks A dan B adalah Dua matriks
idempoten dikatakan komutatif nol jika AB = BA = Q. Tulisan ini mengkaji hubungan
ruang null dan ruang peta pada matriks idempoten.

Kata Kunci: Ruang Null, Ruang Peta, Matriks Idempoten.

1. Pendahuluan

Konsep matriks menjadi salah satu pembahasan penting dalam bidang aljabar
linier. Kajian terhadap matriks menjadi lebih luas dan diperumun. Matriks memu-
dahkan untuk membuat analisa-analisa yang mencakup hubungan variabel-variabel
dari suatu persoalan. Ruang null dari matriks A yang berukuran m x n adalah
himpunan semua solusi untuk persamaan Ax = 0 dapat dinyatakan dengan
N(A) = {x € R"*! | Ax = 0} dan ruang peta dari matriks A yang berukuran mxn
adalah himpunan semua solusi untuk persamaan Ax =y dapat dinyatakan dengan
R(A)={y e R™! | Ax =y}.

Pada teori matriks terdapat berbagai jenis matriks, salah satunya matriks
idempoten. Matriks idempoten A adalah matriks bujursangkar yang apabila dika-
likan dengan dirinya sendiri merupakan matriks itu sendiri atau A2 = A. Tulisan
ini mengkaji hubungan ruang null dan ruang peta pada matriks idempoten.

*penulis korespondensi
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2. Landasan Teori

2.1. Matriks Idempoten

Definisi 2.1. [3] Misalkan matriks A berukuran n x n dikatakan matriks idempoten
jika A% = A atau A™ = A untuk suatu n > 2.

Lema 2.2. [3] Misalkan (I, — A) adalah matriks idempoten jika dan hanya jika
matriks A adalah matriks idempoten.

Definisi 2.3. [5] Matriks A dan matriks B adalah dua matriks idempoten yang
komutatif jika AB = BA dan dikatakan komutatif nol jika AB = BA = Q.

2.2. Ruang Null dan Ruang Peta Suatu Matriks

Teorema 2.4. [1] Misalkan W adalah himpunan bagian tak kosong dari ruang
vektor V.. Himpunan W adalah subruang dari V' jika dan hanya jika syarat-syarat
berikut terpenuhi.

(a) Jika u dan z adalah vektor-vektor pada W maka u + z berada pada W.
(b) Jika k adalah skalar sebarang dan u adalah vektor sebarang pada W maka ku
berada pada W .

Definisi 2.5. [4] Misalkan U dan W adalah subruang dari ruang vektor V. Ruang
vektor V.=U @& W jika

(a) UNW = {0},
(b) V=U+W.

Dalam hal ini V' dikatakan sebagai jumlah langsung dari U dan W.

Definisi 2.6. [2] Misalkan A adalah matriks berukuran m x n, x adalah matriks
berukuran nx1, dan 0 adalah matriks berukuran mx1 maka ruang null dari matriks

A adalah himpunan semua solusi untuk persamaan Ax = 0 dapat dinyatakan den-
gan N(A) = {x e R"*! | Ax = 0}.

Definisi 2.7. [2] Misalkan A adalah matriks berukuran m X n, x adalah matriks
berukuran nx 1, dan'y adalah matriks berukuran mx1 maka ruang peta dari matriks
A adalah himpunan semua solusi untuk persamaan Ax =y dapat dinyatakan den-
gan R(A) = {y e R™*! | Ax =y}.

3. Pembahasan

3.1. Hubungan Ruang Null dan Ruang Peta pada Matriks
Idempoten

Lema 3.1. [2] Misalkan A adalah matriks idempoten maka ruang peta dari matriks
idempoten A adalah R(A) = {y € R"*! | Ay =y} jika dan hanya jika'y € R(A).

Lema 3.2. [3] Misalkan N(A) = R(I — A) jika dan hanya jika matriks A adalah
matriks idempoten.
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Proposisi 3.3. [5] Misalkan A dan B adalah matriks idempoten A = AB dan
B = BA jika dan hanya jika N(A) = N(B).

Bukti. Untuk sebarang x € N(A) maka Ax = 0, jadi BAx = 0. Oleh karena
BA = B maka Bx = 0 akibatnya x € N(B). Oleh karena itu N(A4) C N(B).
Demikian juga N(B) C N(A). Sehingga diperoleh N(A) = N(B). Untuk sebarang
y € N(A) maka

N(4) = {y e R | Ay = 0} (3.1
={yeR™ |(I-A)y=y}. (3-2)

Dari persamaan (3.1) dan (3.2) diperoleh A(I — A)y = 0 akibatnya (I — A)y €
N(A). Oleh karena N(A) = N(B) maka (I — A)y € N(B) sehingga diperoleh
B(I — A)y = 0 akibatnya B(I — A) = O atau B = BA. Demikian juga AB = A.0O0

Proposisi 3.4. [5] Jika A dan B adalah matriks idempoten yang komutatif dan
R(A)N R(B) = {0} maka N(A— B)=N(A)NN(B).

Bukti. Misalkan untuk sebarang x € N(A — B) maka (A — B)x = 0 jika dan
hanya jika Ax = Bx. Perhatikan bahwa Ax = A2x = ABx = BAx maka diperoleh
(I — B)Ax = 0. Akibatnya Ax € N(I — B) = R(B). Oleh karena Ax, Bx € R(B).
Demikian juga dari Bx = ABx diperoleh Ax, Bx € R(A). Jadi Ax, Bx € R(A) N
R(B) = {0} maka Ax = 0 dan Bx = 0 akibatnya x € N(A) dan x € N(B). Jadi
x € N(A) N N(B) sehingga N(A— B) C N(A)N N(B)

Selanjutnya untuk sebarang y € N(A) N N(B) maka Ay = 0 dan By = 0
sehingga diperoleh Ay = By dengan kata lain (A — B)y = 0. Jadiy € N(A — B)
akibatnya N(A)NN(B) C N(A— B) sehingga diperoleh N(A—B) = N(A)NN(BQ

Proposisi 3.5. [5] Jika A dan B adalah matriks idempoten yang komutatif dan
y € R(B) maka R(B(I — A)) = N(A).

Bukti. Untuk sebarang x € R(B(I—A)) maka B(I—A)x = x = 0. Oleh karena itu
x € N(A) akibatnya R(B(I — A)) C N(A). Selanjutnya untuk sebarang y € N(A)
maka Ay = 0 dan BAy = 0 maka BAy — By = —By. Oleh karena y = By
akibatnya B(I — A)y =y. Jadiy € R(B(I — A)) akibatnya N(A) C R(B(I — A))
sehingga R(B(I — A)) = N(A). |

Proposisi 3.6. [5] Jika A dan B adalah matriks idempoten yang komutatif nol
maka R(A+ B) = R(A) + R(B).

Bukti. Misalkan untuk sebarang x = x3 +x2 € R(A) + R(B). Dimana x; € R(A)
dan x2 € R(B) maka x; = Ax; dan xg = Bxa. Perhatikan bahwa

(A+ B)(Xl —|—X2) = AXl + AX2 + BX1 + BXz
= X1 +X2 +B(X1 — Xl) +A(X2 — Xz)

=X1 +Xg =X.
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Oleh karena x = x1 + x2 € R(A + B) akibatnya R(A) + R(B) C R(A+ B).
Selanjutnya untuk sebarang y € R(A + B) maka y = (A + B)y = Ay + By.
Misalkan y; = Ay dan kedua ruas sama-sama dikalikan dengan A maka Ay; =
AAy = yi1. Akibatnya y; € R(A). Misalkan y5 = By dan kedua ruas sama-sama
dikalikan dengan B maka Bys = BBy = y2. Akibatnya ya € R(B). Oleh karena
Yy =y1+y2 € R(A) + R(B) sehingga diperoleh R(A + B) C R(A) + R(B). Jadi
R(A+ B) = R(A) + R(B). |

Akibat 3.7. [3] Jika A adalah matriks idempoten yang komutatif nol maka R™ =
R(A)+ N(A).

Bukti. Berdasarkan persamaan (3.1) dan (3.2) diperoleh A(I — A) = (I — A)A =
O. Akibatnya A dan (I — A) merupakan matriks idempoten yang komutatif nol.
Selanjutnya berdasarkan Proposisi 3.6 diperoleh R(A+ I — A) = R(A) + R(I — A)
akibatnya R(I) = R(A) + N(A). Oleh karena itu R™ = R(A) + N(A). O

Proposisi 3.8. [5] Jika A adalah matriks idempoten maka R™ = R(A) ® N(A).

Bukti. Untuk sebarang x € R(A) N N(A) maka x € R(A) dan x € N(A). Oleh
karena itu x = Ax dan Ax = 0. Jadi x = 0. Akibatnya R(4) N N(4) = {0}.
Selanjutnya dari Akibat 3.7 diperoleh R™ = R(A) + N(A). Oleh karena itu R =
R(A)® N(A). O

Teorema 3.9. [5] Jika A dan B adalah matriks idempoten yang komutatif nol dan
(A — B) adalah matriks non singular maka R™ = R(A) & R(B).

Bukti. Misalkan untuk sebarang x € R(A) N R(B) maka x € R(A) dan x € R(B).
Oleh karena A dan B adalah matriks idempoten, maka x = Ax dan x = Bx,
sehingga diperoleh Ax = Bx dengan kata lain (A — B)x = 0. Akibatnya x €
N(A — B). Oleh karena (A — B) adalah non singular, maka N(A — B) = {0}
sehingga diperoleh x = 0. Akibatnya R(A) N R(B) = {0}. Perhatikan bahwa (A —
B)(I —A—B)x =0maka (] — A— B)x € N(A— B) = {0} sehingga diperoleh
(I—A—B)x = 0. Akibatnya berdasarkan Proposisi 3.6 x = Ax+Bx € R(A)+R(B)
diperoleh R™ = R(A) + R(B). Oleh karena itu R” = R(A) & R(B). |

Proposisi 3.10. [5] Jika A dan B adalah matriks idempoten yang komutatif nol
maka pernyataan berikut ekuivalen :

(1) (A — B) adalah non singular,
(2) N(A)NnN(B) = {0}.

Bukti. Misalkan untuk sebarang x € N(A) N N(B), maka Ax = 0 dan Bx = 0
dengan kata lain (A — B)x = 0 schingga x € N(A — B). Oleh karena (A — B) non
singular maka N(A— B) = {0} akibatnya x = 0. Sehingga terbukti N(A)NN(B) =
{0}. Selanjutnya berdasarkan Proposisi 3.4 diperoleh N(A) N N(B) = N(A — B).
Oleh karena N(A)NN(B) = {0} maka N(A— B) = {0} sehingga x = 0. Akibatnya
(A — B) adalah non singular. O
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4. Kesimpulan

Misalkan A dan B adalah matriks idempoten maka diperoleh hubungan ruang null
dan ruang peta pada matriks idempoten tersebut sebagai berikut:

(1) A= AB dan B = BA jika dan hanya jika N(A) = N(B).

(2) Jika A dan B matriks idempoten yang komutatif dan R(A)NR(B) = {0} maka
N(A—B)=N(A)NN(B).

(3) Jika A dan B matriks idempoten yang komutatif dan y € R(B) maka berlaku
R(B(I —A))=N(A).

(4) Jika A dan B merupakan matriks idempoten yang komutatif nol maka R(A +
B) = R(A) + R(B).

(5) R™ = R(A) + N(A).

(6) Jika A matriks idempoten yang komutatif nol maka berlaku R® = R(A)®N(A).

(7) Jika A dan B matriks idempoten yang komutatif nol dan A — B adalah matriks
non singular maka R™ = R(A) & R(B).

(8) Jika A dan B merupakan matriks idempoten yang komutatif nol maka per-
nyataan berikut ekuivalen :

(a) (A — B) adalah non singular,
(b) N(A)nN(B) ={0}.
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