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Abstrak. Misal A adalah matriks idempoten (A2=A) dan B adalah matriks t-poten
(Bt = B) untuk semua bilangan bulat positif ¢ > 1 dan AB = BA. Penelitian ini akan
memperlihatkan semua pasangan ci,ce bilangan kompleks taknol sehingga kombinasi
linier ¢1S~1AS + 2571 BS adalah idempoten.

Kata Kunci: Matriks Idempoten, Matriks T-Poten, Diagonalisasi.

1. Pendahuluan

Himpunan matriks yang memiliki entri-entri bilangan kompleks, yang terdiri dari
n baris dan n kolom dapat disimbolkan dengan C, . Suatu matriks A dikatakan
idempoten apabila A dikalikan dengan dirinya sendiri merupakan matriks itu sendiri
(A%2=A), dikatakan tripoten apabila A3=A, dan dikatakan ¢t-poten jika A’ = A.

Jika A dan B komutatif (AB = BA), dimana A adalah matriks idempoten dan
B adalah matriks ¢-poten, maka A dan B keduanya dapat didiagonalisasi secara si-
multan, terdapat matriks nonsingular S sedemikian sehingga ¢;S™*AS + oS~ BS
adalah matriks idempoten. Pada tulisan ini akan dikaji kembali [4] terkait keidem-
potenan dari kombinasi linier pada matriks idempoten dan matriks ¢-poten yang
komutatif.

2. Landasan Teori

2.1. Diagonalisasi Matriks

Definisi 2.1. [3] Suatu matriks A, B dan S berukuran n x n dikatakan similar jika
terdapat suatu matriks invertibel S sedemikian sehingga

*penulis korespondensi
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Teorema 2.2. [3] Misalkan matriks A dan B berukuran nxn, dan misalkan matriks
A similar ke matriks B, maka A dan B memiliki nilai eigen yang sama. Jika B
adalah matriks diagonal, maka entri diagonal utamanya adalah nilai eigen dari A.

Definisi 2.3. [1] Suatu matriks A berukuran n x n dikatakan dapat didiagonalkan
jika terdapat suatu matriks invertibel S sedemikian sehingga S~ AS adalah matriks
diagonal. Matriks S dikatakan mendiagonalkan A.

Definisi 2.4. [4] Dua buah matriks kompleks A dan B dikatakan dapat di-
diagonalkan secara simultan jika terdapat suatu matriks nonsingular S sedemikian
sehingga ST'AS dan ST'BS keduanya diagonal.

Teorema 2.5. [4] Misalkan matriks A dan matriks B yang berukuran n x n da-
pat didiagonalisasi, maka A dan B komutatif jika dan hanya jika keduanya dapat
didiagonalisasi secara simultan.

2.2. Matriks Idempoten

Definisi 2.6. [4] Suatu matriks A berukuran n x n dikatakan matriks idempoten
jika
A% =A.

Teorema 2.7. [3] Misalkan matriks A berukuran n X n, maka A adalah idempoten
jika dan hanya jika nilai eigennya adalah O atau 1.

Definisi 2.8. [4] Suatu matriks B berukuran n x n dikatakan matriks t-poten jika
dan hanya jika untuk semua bilangan bulat positif t memenuhi Bt = B.

Teorema 2.9. [5] Misalkan B adalah matriks kompleks berukuran n x n, maka
B**t! = B untuk k = 2,3, ... jika dan hanya jika B dapat didiagonalisasi dan nilai
eigen dari B adalah A = 0 atau A\ = 1.

3. Pembahasan

3.1. Keidempotenan dari Kombinast Linier pada Matriks
Idempoten dan Matriks T-Poten yang Komutatif

Teorema 3.1. [4] Misalkan A dan B adalah matriks kompleks taknol dengan entri-
entri di himpunan bilangan kompleks C, sedemikian sehingga A?> = A, B¥*1 = B
untuk k = 2,3.--- dan AB = BA. Asumsikan bahwa:

1) A dan B similar secara simultan dengan matriks A1 ® O dan By ® Bs, atau
dengan matriks Ay @ As dan By ® B dimana Ay, As, By dan Bs adalah
sub matriks dari matriks A dan B,

2) B memiliki setidaknya dua nilai eigen taknol yang berbeda, dan

3) C1,Co € (C,Cl ?é Co 75 0,
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maka terdapat matriks nonsingular S sedemikian sehingga ci S~ AS+c;S™'BS =C
adalah matriks idempoten yang dalam hal ini matriks C berbentuk salah satu dari
yang berikut :

L, [I07 . , [vI0] [0
& v—u{w]*u—v[ 0 ul]_{o
10 ul 0 0
=1 —1 _
?) —uv [00}“’ {OU {01}’

3) (1—uv‘1)[ég] +o [ %Ivol} B [ éﬂ’

100 —vl00 000
4) | 010 +07!t 0 00 |=1|01I0| jikak=2,
000 0 0wl 001
100 etul 0 0 000
5)e| 010 +etut 0 wl 0 |=|01I0] jikak=6,
000 0 0 eul 001
dimana w,v adalah akar-akar dari /1 untuk suatu k = 2,3,---, u # v, dan € =
1
1, V3,
2 2

Bukti. Misalkan A adalah matriks idempoten, yaitu A2 = A, maka nilai eigen dari
matriks idempoten adalah A = 0 atau A = 1. Misalkan B adalah matriks ¢-poten,
yaitu B¥*! = B untuk suatu k = 2,3, --- ,, maka B dapat didiagonalisasi dan nilai
eigen dari matriks B adalah A = 0 atau A = 1.

Misalkan A dan B komutatif, maka A dan B dapat didiagonalisasi secara si-
multan. Oleh karena A dan B dapat didiagonalisasi secara simultan, maka terdapat
matriks nonsingular S sedemikian sehingga S~'AS dan S~!BS keduanya diagonal.
Asumsikan bahwa matriks A dan B similar secara simultan dengan matriks 4; ® O
dan Bj & By secara berturut-turut. Misalkan

1 0
S_lAS: :I'r@Oa
0 0

maka A similar ke matriks I, & O, dan misalkan

B
SilBS: :Bl®BQa

Bn

maka B similar ke matriks By @ Bs. Selanjutnya B; dan By keduanya dapat di-
diagonaliasi karena B*+! = B. Perhatikan bahwa S~!BS = diag(31,-- - , 3,) untuk
setiap ﬁi}”l = B; yaitu f3; adalah akar-akar dari {/1 atau ; = 0. Misalkan B; =
diag(Bi,- -+, By) dan By = diag(Br41,- - ,Bn), terdapat 5; # 0 untuk setiap 8; =
ﬁr—&-la e 7ﬁn-
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Misalkan ¢1.S~YAS + ¢S™1BS = S~'CS. Oleh karena S~'AS dan S™'BS
keduanya diagonal, maka S~1CS juga diagonal. Misalkan

ga!
S-1CS =
Tn

adalah matriks idempoten, maka nilai eigen dari 1, - , 7y, adalah 0 atau 1. Selan-
jutnya dapat ditulis kombinasi linier dari ¢;S™'AS + c2S™!BS = S~1CS sebagai
berikut.

— (I, ®0) + c3(B1 ® By) = S~'CS, (3.1)
= Cldiag(la R 1,07 tee 70) + CQdiag(ﬂla e 36?’”ﬁ7‘+17 T ?/Bn)
:dzag(’y1, s Vs Vr+1s 70" 5771)’ (32)
dimana 3; € {0} atau §3; adalah akar-akar dari ¥/1,~; € {0,1}.
Oleh karena cy taknol dan 8,41, -, 3, taknol, maka v,41 =--- =, = 1.
Perhatikan bahwa persamaan (3.2) dapat diuraikan sebagai berikut
Cldiag(L T 1) + C2dia9(ﬂla e 7ﬂr) € {Oa 1}7 (33)
cadiag(Bri1, -+, Pn) = 1. (3.4)

Misalkan persamaan (3.2) adalah suatu sistem persamaan linier terhadap vari-
abel ¢; dan co, maka untuk menyelesaikan sistem persamaan linier ini cukup dengan
menggunakan dua buah persamaan yang saling bebas linier dimana S~'AS # 0 dan
asumsikan S~!BS memiliki setidaknya dua nilai eigen tak nol yang berbeda. Selan-
jutnya kemungkinan-kemungkinan yang muncul dari sistem persamaan linier akan
dijelaskan dengan enam kasus berikut.
Kasus 1.
Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut

c1+cou=1,c +cov=0.
Dengan melakukan metode eliminasi didapatkan nilai
dan ¢y = L

v—u U—v
Kemudian nilai ¢; dan ¢y disubtitusi ke persamaan (3.3) dan (3.4), sehingga
(1) erdiag(1,---,1) + codiag(B1,- -, Br) € {0,1}
Y B; € {0,1}, untuk ¢ = 1,--- ,r, maka f3; = v atau ; = u,
vV—U  U—
(2) CQdiagl(B'H»h T aﬂn) =1

Bj=1luntuk j=7r+1,--- ,n, maka §; = u —v.

C1 =

u—v

Selanjutnya akan disusun nilai eigen dari matriks S~'AS dan S~'BS dengan dua
kondisi yaitu untuk » = n dan r < n.

1. Jika r = n, asumsikan bahwa A dan B similar secara simultan dengan
matriks A; @ As dan By @ By secara berturut-turut. Selanjutnya dipilih
nilai eigen dari S~'BS yaitu 8; = v atau 8; = u dimana u,v adalah akar-
akar dari /1 untuk suatu k = 2,3, --. Terlihat bahwa S~'BS memiliki
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dua nilai eigen taknol yang berbeda, maka nilai eigen dari matriks S~'AS
dan S~'BS disusun sebagai berikut

10 vl 0
07 0 ul|’

Sehingga kombinasi linier dari ¢;S™'AS + ¢2S~'BS adalah

v I0 n 1 oI 0] [00
v—u | 01 u—v| 0Ouwl| |01

yang memenuhi kombinasi linier pertama pada teorema.

STIAS = [ } . S71BS = [

1 3
2. Jikar < ndan k =6, dimanae = -+ iz dan u # v. Asumsikan bahwa A

dan B similar secara simultan dengan matriks A; & O dan By & By secara
berturut-turut. Selanjutnya 8; = u—v dibuat menjadi v = 3; 4 v, sehingga
Bj =ecudanv = e~y dimana u, Bj,v adalah akar-akar dari /1, maka nilai
eigen dari matriks ST!AS dan S~!BS disusun sebagai berikut

100 etwl 0 0
S1AS=]10r10|,5'BS= 0 wl 0
000 0 0 eul
1
dan ¢; = v €, cy = =1yt
v—u uU—v
Sehingga kombinasi linier dari ¢;S~'AS + c3S™'BS = S~'CS adalah
100 e tul 0 0 000
el 010 +etut 0 wl 0 |=]01I0
000 0 0 eul 00171

yang memenuhi kombinasi linier ke-5 pada teorema.

Kasus 2.

Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut
1+ cou=1, ¢; + cov =1 dimana (u # v).

Dengan melakukan metode eliminasi, di dapatkan nilai co = 0. Kasus ini tidak

memenuhi asumsi 3 dimana ¢; # 0 # cs.

Kasus 3.

Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut
c1+cou=0, cov=1.

Dengan melakukan metode eliminasi didapatkan nilai
1 = —uv~ ! dan ¢ = v~ L

Kemudian nilai ¢; dan ¢y disubtitusi ke persamaan (3.3) dan (3.4) sehingga

(1) erdiag(1,---,1) + codiag(By, -+, Br) € {0,1}

—uv~ 4+v718; € {0,1}, untuk i = 1,--- ,7, maka 3; = u atau 3i = u+w,
(2) CQdiag(ﬂr-i-lv to 7ﬁn) =1

v71B; =1untuk j =7+ 1,---,n, maka 3; = v.

Asumsikan bahwa A dan B similar secara simultan dengan matriks I, & O dan
By @& Bs secara berturut-turut. Selanjutnya akan disusun nilai eigen dari matriks
S~1AS dan S~'BS dengan tiga kondisi yaitu jika dipilih 3; = u, 8; # 0, dan 3; = 0.
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1. Jika 8; = v untuk semua i = 1,--- ,r, maka nilai eigen dari S™'AS dan
S~1BS disusun sebagai berikut
10 ul 0
—14q_ -1 _
SAS[OO}’S BS{OUI]

Sehingga kombinasi linier dari ¢;S~'AS + c;S™'BS = S~1CS adalah
I 10 4ol ul 0| |00
00 OvI| |01
yang memenuhi kombinasi linier ke-2 pada teorema.
2. Jika 3; # 0 dan k = 6, maka 3; = u + v dibuat menjadi v = e~'; dan

v = ef; dimana B;,u, v adalah akar-akar dari v/1. Selanjutnya nilai eigen
dari matriks S™'AS dan S™'BS disusun sebagai berikut

100 181 0 0
S™1AS=]107I0|,5'BS= 0 BI 0
000 0 0 B
danc = —uwwl=¢ co=v""1= 5_152‘_1-
Sehingga kombinasi linier dari ¢;S™'AS + c;S™'BS = S~1CS adalah
100 e8I 0 0 000
el 010 +e1pt 0 BI 0 |=]010
000 0 0 eB;il 001

yang memenuhi kombinasi linier ke-5 pada teorema.
3. Jika B; =0 dan k = 2, maka u = —v, ¢; = 1, dan ¢, = v~! . Selanjutnya
nilai eigen dari S~*AS dan S~!BS disusun sebagai berikut

100T —vI0 0
STtAS=|010|,5'BS=| 0 00
000 ] 0 0ol
Sehingga kombinasi linier dari ¢;S~'AS + c;S™'BS = S~1CS adalah
100 [ —vI0 0 000
070|+v Y] 0 00|=]0TI0
000 | 0 0wl 007

yang memenuhi kombinasi linier ke-4 pada teorema.

Kasus 4.

Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut.
c1+ cau =0, ¢1 + cov =0 dimana (u # v).

Dengan melakukan metode eliminasi, di dapatkan nilai ¢ = 0. Kasus ini tidak

memenuhi asumsi 3 dimana ¢; # 0 # cs.

Kasus 5.

Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut
c1+cu=1,cv=1.

Dengan melakukan metode eliminasi didapatkan nilai
c1=1—wvtdan ¢ = v L.

Kemudian nilai ¢; dan ¢y disubtitusi ke persamaan (3.3) dan (3.4) sehingga
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(1) erdiag(l,---,1) + codiag(By, -+, Br) € {0,1}
1—ww ™t +0718i € {0,1}, untuk & = 1,---,7, maka 3; = u atau
Bi =u—wv,
(2> CQdiag(B'H»h T aﬂn) =1
v_lﬁj =1luntuk j =r+1,--- ,n, maka 3; = v.

Asumsikan bahwa A dan B similar secara simultan dengan matriks I, & O dan
By @& Bs secara berturut-turut. Selanjutnya akan disusun nilai eigen dari matriks
S~'AS dan S™'BS dengan dua kondisi yaitu jika dipilih 3; = v dan 8; = v — v.

1. Jika 8; = v untuk semua i = 1,--- ,r, maka nilai eigen dari S™'AS dan
S~1BS disusun sebagai berikut.
10 ul 0
-1 _ -1 _
SAS_[OO}’S BS—{OUI]

Sehingga kombinasi linear dari ¢;S™'AS + c2S™!BS = S~1CS adalah
10 ul 0 10
-1 -1 _
Lo [00}“’ [ Ov[} [01}
yang memenuhi kombinasi linier ke-3 pada teorema.
2. Jika B; = u — v dan k = 6, maka 8; = u — v dibuat menjadi u = 3; + v,

sedemikian sehingga 3; = e ~'u dan v = eu dimana 3;, u, v adalah akar-akar
dari /1. Selanjutnya nilai eigen dari S~'AS dan S~!BS disusun sebagai

berikut
100 etul 0 0
S~tAS=|010]|,S'BS= 0 ul 0
000 0 0 eul
danci=1—-uvt=¢cp=v"t ="ty L
Sehingga kombinasi linier dari ¢;S~'AS + c3S™'BS = S~1CS adalah
100 e tul 0 0 000
el 010 +etut 0 wl 0 |=]01I0
000 0 0 eul 001

yang memenuhi kombinasi linier ke-5 pada teorema.

Kasus 6.

Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut.
cou =1, cov = 0 dimana (u # v).

Dengan melakukan metode eliminasi didapatkan nilai v = w». Kasus ini tidak

memenuhi teorema dimana u # v. O

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada tugas akhir ini dapat disimpulkan bahwa kombinasi
linier ¢;S~1AS + ¢2S~'BS adalah matriks idempoten dimana A adalah matriks
idempoten dan B adalah matriks ¢-poten untuk ¢ > 1 jika dan hanya jika matriks
A dan B komutatif, sehingga ¢;S71AS + coS71BS = S71CS adalah salah satu
dari lima bentuk kombinasi linier berikut.
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b [10], o [er0]_[o0
e or] T 0w T | 01)
To ul 0 00
=1 -1 _
2) —w {01]“ [ou] {01]’

e[l =[]

100 —vl0 0 000
) | orol+vt| 0o00|=|010]jikak=2
000 0 0wl 001
100 elwl 0 0 000
5 | 010| +etut 0 ul 0 |=]07I0] jikak=6,
000 0 0 eul 001

“[%

1
dimana u, v adalah akar-akar dari ¥/1 untuk suatu k, u # v, dan € = 5 + —1.
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