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Abstrak. Misal A adalah matriks idempoten (A2=A) dan B adalah matriks t-poten

(Bt = B) untuk semua bilangan bulat positif t > 1 dan AB = BA. Penelitian ini akan
memperlihatkan semua pasangan c1, c2 bilangan kompleks taknol sehingga kombinasi

linier c1S−1AS + c2S−1BS adalah idempoten.

Kata Kunci : Matriks Idempoten, Matriks T-Poten, Diagonalisasi.

1. Pendahuluan

Himpunan matriks yang memiliki entri-entri bilangan kompleks, yang terdiri dari

n baris dan n kolom dapat disimbolkan dengan Cn×n. Suatu matriks A dikatakan

idempoten apabila A dikalikan dengan dirinya sendiri merupakan matriks itu sendiri

(A2=A), dikatakan tripoten apabila A3=A, dan dikatakan t-poten jika At = A.

Jika A dan B komutatif (AB = BA), dimana A adalah matriks idempoten dan

B adalah matriks t-poten, maka A dan B keduanya dapat didiagonalisasi secara si-

multan, terdapat matriks nonsingular S sedemikian sehingga c1S
−1AS+ c2S

−1BS

adalah matriks idempoten. Pada tulisan ini akan dikaji kembali [4] terkait keidem-

potenan dari kombinasi linier pada matriks idempoten dan matriks t-poten yang

komutatif.

2. Landasan Teori

2.1. Diagonalisasi Matriks

Definisi 2.1. [3] Suatu matriks A,B dan S berukuran n×n dikatakan similar jika

terdapat suatu matriks invertibel S sedemikian sehingga

∗penulis korespondensi
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B = S−1AS.

Teorema 2.2. [3] Misalkan matriks A dan B berukuran n×n, dan misalkan matriks

A similar ke matriks B, maka A dan B memiliki nilai eigen yang sama. Jika B

adalah matriks diagonal, maka entri diagonal utamanya adalah nilai eigen dari A.

Definisi 2.3. [1] Suatu matriks A berukuran n× n dikatakan dapat didiagonalkan

jika terdapat suatu matriks invertibel S sedemikian sehingga S−1AS adalah matriks

diagonal. Matriks S dikatakan mendiagonalkan A.

Definisi 2.4. [4] Dua buah matriks kompleks A dan B dikatakan dapat di-

diagonalkan secara simultan jika terdapat suatu matriks nonsingular S sedemikian

sehingga S−1AS dan S−1BS keduanya diagonal.

Teorema 2.5. [4] Misalkan matriks A dan matriks B yang berukuran n × n da-

pat didiagonalisasi, maka A dan B komutatif jika dan hanya jika keduanya dapat

didiagonalisasi secara simultan.

2.2. Matriks Idempoten

Definisi 2.6. [4] Suatu matriks A berukuran n × n dikatakan matriks idempoten

jika

A2 = A.

Teorema 2.7. [3] Misalkan matriks A berukuran n×n, maka A adalah idempoten

jika dan hanya jika nilai eigennya adalah 0 atau 1.

Definisi 2.8. [4] Suatu matriks B berukuran n× n dikatakan matriks t-poten jika

dan hanya jika untuk semua bilangan bulat positif t memenuhi Bt = B.

Teorema 2.9. [5] Misalkan B adalah matriks kompleks berukuran n × n, maka

Bk+1 = B untuk k = 2, 3, ... jika dan hanya jika B dapat didiagonalisasi dan nilai

eigen dari B adalah λ = 0 atau λ = k
√
1.

3. Pembahasan

3.1. Keidempotenan dari Kombinasi Linier pada Matriks

Idempoten dan Matriks T-Poten yang Komutatif

Teorema 3.1. [4] Misalkan A dan B adalah matriks kompleks taknol dengan entri-

entri di himpunan bilangan kompleks C, sedemikian sehingga A2 = A,Bk+1 = B

untuk k = 2, 3. · · · dan AB = BA. Asumsikan bahwa:

1) A dan B similar secara simultan dengan matriks A1⊕O dan B1⊕B2, atau

dengan matriks A1 ⊕ A2 dan B1 ⊕ B2 dimana A1, A2, B1 dan B2 adalah

sub matriks dari matriks A dan B,

2) B memiliki setidaknya dua nilai eigen taknol yang berbeda, dan

3) c1, c2 ∈ C, c1 6= c2 6= 0,



144 Lathifa Suci Noviana dkk

maka terdapat matriks nonsingular S sedemikian sehingga c1S
−1AS+c2S

−1BS ≡ C
adalah matriks idempoten yang dalam hal ini matriks C berbentuk salah satu dari

yang berikut :

1) v
v−u

[
I 0

0 I

]
+ 1

u−v

[
vI 0

0 uI

]
=

[
0 0

0 I

]
,

2) −uv−1

[
I 0

0 0

]
+ v−1

[
uI 0

0 vI

]
=

[
0 0

0 I

]
,

3) (1− uv−1)

[
I 0

0 0

]
+ v−1

[
uI 0

0 vI

]
=

[
I 0

0 I

]
,

4)

 I 0 0

0 I 0

0 0 0

+ v−1

 −vI 0 0

0 0 0

0 0 vI

 =

 0 0 0

0 I 0

0 0 I

 jika k = 2,

5) ε

 I 0 0

0 I 0

0 0 0

+ ε−1u−1

 ε−1uI 0 0

0 uI 0

0 0 εuI

 =

 0 0 0

0 I 0

0 0 I

 jika k = 6,

dimana u, v adalah akar-akar dari k
√
1 untuk suatu k = 2, 3, · · · , u 6= v, dan ε =

1

2
±
√
3

2
i.

Bukti. Misalkan A adalah matriks idempoten, yaitu A2 = A, maka nilai eigen dari

matriks idempoten adalah λ = 0 atau λ = 1. Misalkan B adalah matriks t-poten,

yaitu Bk+1 = B untuk suatu k = 2, 3, · · · ,, maka B dapat didiagonalisasi dan nilai

eigen dari matriks B adalah λ = 0 atau λ = k
√
1.

Misalkan A dan B komutatif, maka A dan B dapat didiagonalisasi secara si-

multan. Oleh karena A dan B dapat didiagonalisasi secara simultan, maka terdapat

matriks nonsingular S sedemikian sehingga S−1AS dan S−1BS keduanya diagonal.

Asumsikan bahwa matriks A dan B similar secara simultan dengan matriks A1⊕O
dan B1 ⊕B2 secara berturut-turut. Misalkan

S−1AS =

 1 0
. . .

0 0

 = Ir ⊕O,

maka A similar ke matriks Ir ⊕O, dan misalkan

S−1BS =

 β1
. . .

βn

 = B1 ⊕B2,

maka B similar ke matriks B1 ⊕ B2. Selanjutnya B1 dan B2 keduanya dapat di-

diagonaliasi karena Bk+1 = B. Perhatikan bahwa S−1BS = diag(β1, · · · , βn) untuk
setiap βi

k+1 = βi yaitu βi adalah akar-akar dari k
√
1 atau βi = 0. Misalkan B1 =

diag(β1, · · · , βr) dan B2 = diag(βr+1, · · · , βn), terdapat βj 6= 0 untuk setiap βj =

βr+1, · · · , βn.
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Misalkan c1S
−1AS + c2S

−1BS = S−1CS. Oleh karena S−1AS dan S−1BS

keduanya diagonal, maka S−1CS juga diagonal. Misalkan

S−1CS =

 γ1
. . .

γn


adalah matriks idempoten, maka nilai eigen dari γ1, · · · , γn adalah 0 atau 1. Selan-

jutnya dapat ditulis kombinasi linier dari c1S
−1AS + c2S

−1BS = S−1CS sebagai

berikut.

⇐⇒ c1(Ir ⊕O) + c2(B1 ⊕B2) = S−1CS, (3.1)

⇐⇒ c1diag(1, · · · , 1, 0, · · · , 0) + c2diag(β1, · · · , βr, βr+1, · · · , βn)
= diag(γ1, · · · , γr, γr+1, · · · , γn), (3.2)

dimana βi ∈ {0} atau βi adalah akar-akar dari k
√
1, γi ∈ {0, 1}.

Oleh karena c2 taknol dan βr+1, · · · , βn taknol, maka γr+1 = · · · = γn = 1.

Perhatikan bahwa persamaan (3.2) dapat diuraikan sebagai berikut

c1diag(1, · · · , 1) + c2diag(β1, · · · , βr) ∈ {0, 1}, (3.3)

c2diag(βr+1, · · · , βn) = 1. (3.4)

Misalkan persamaan (3.2) adalah suatu sistem persamaan linier terhadap vari-

abel c1 dan c2, maka untuk menyelesaikan sistem persamaan linier ini cukup dengan

menggunakan dua buah persamaan yang saling bebas linier dimana S−1AS 6= 0 dan

asumsikan S−1BS memiliki setidaknya dua nilai eigen tak nol yang berbeda. Selan-

jutnya kemungkinan-kemungkinan yang muncul dari sistem persamaan linier akan

dijelaskan dengan enam kasus berikut.

Kasus 1.

Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut

c1 + c2u = 1, c1 + c2v = 0.

Dengan melakukan metode eliminasi didapatkan nilai

c1 =
v

v − u
dan c2 =

1

u− v
.

Kemudian nilai c1 dan c2 disubtitusi ke persamaan (3.3) dan (3.4), sehingga

(1) c1diag(1, · · · , 1) + c2diag(β1, · · · , βr) ∈ {0, 1}
v

v − u
+

1

u− v
βi ∈ {0, 1}, untuk i = 1, · · · , r, maka βi = v atau βi = u,

(2) c2diag(βr+1, · · · , βn) = 1
1

u− v
βj = 1 untuk j = r + 1, · · · , n, maka βj = u− v.

Selanjutnya akan disusun nilai eigen dari matriks S−1AS dan S−1BS dengan dua

kondisi yaitu untuk r = n dan r < n.

1. Jika r = n, asumsikan bahwa A dan B similar secara simultan dengan

matriks A1 ⊕ A2 dan B1 ⊕ B2 secara berturut-turut. Selanjutnya dipilih

nilai eigen dari S−1BS yaitu βi = v atau βi = u dimana u, v adalah akar-

akar dari k
√
1 untuk suatu k = 2, 3, · · · . Terlihat bahwa S−1BS memiliki
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dua nilai eigen taknol yang berbeda, maka nilai eigen dari matriks S−1AS

dan S−1BS disusun sebagai berikut

S−1AS =

[
I 0

0 I

]
, S−1BS =

[
vI 0

0 uI

]
.

Sehingga kombinasi linier dari c1S
−1AS + c2S

−1BS adalah

v

v − u

[
I 0

0 I

]
+

1

u− v

[
vI 0

0 uI

]
=

[
0 0

0 I

]
yang memenuhi kombinasi linier pertama pada teorema.

2. Jika r < n dan k = 6, dimana ε =
1

2
±
√
3

2
i dan u 6= v. Asumsikan bahwa A

dan B similar secara simultan dengan matriks A1 ⊕O dan B1 ⊕B2 secara

berturut-turut. Selanjutnya βj = u−v dibuat menjadi u = βj+v, sehingga

βj = εu dan v = ε−1u dimana u, βj , v adalah akar-akar dari 6
√
1, maka nilai

eigen dari matriks S−1AS dan S−1BS disusun sebagai berikut

S−1AS =

 I 0 0

0 I 0

0 0 0

 , S−1BS =

 ε−1uI 0 0

0 uI 0

0 0 εuI


dan c1 =

v

v − u
= ε, c2 =

1

u− v
= ε−1u−1.

Sehingga kombinasi linier dari c1S
−1AS + c2S

−1BS = S−1CS adalah

ε

 I 0 0

0 I 0

0 0 0

+ ε−1u−1

 ε−1uI 0 0

0 uI 0

0 0 εuI

 =

 0 0 0

0 I 0

0 0 I


yang memenuhi kombinasi linier ke-5 pada teorema.

Kasus 2.

Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut

c1 + c2u = 1, c1 + c2v = 1 dimana (u 6= v).

Dengan melakukan metode eliminasi, di dapatkan nilai c2 = 0. Kasus ini tidak

memenuhi asumsi 3 dimana c1 6= 0 6= c2.

Kasus 3.

Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut

c1 + c2u = 0, c2v = 1.

Dengan melakukan metode eliminasi didapatkan nilai

c1 = −uv−1 dan c2 = v−1.

Kemudian nilai c1 dan c2 disubtitusi ke persamaan (3.3) dan (3.4) sehingga

(1) c1diag(1, · · · , 1) + c2diag(β1, · · · , βr) ∈ {0, 1}
−uv−1+v−1βi ∈ {0, 1}, untuk i = 1, · · · , r, maka βi = u atau βi = u+v,

(2) c2diag(βr+1, · · · , βn) = 1

v−1βj = 1 untuk j = r + 1, · · · , n, maka βj = v.

Asumsikan bahwa A dan B similar secara simultan dengan matriks Ir ⊕ O dan

B1 ⊕ B2 secara berturut-turut. Selanjutnya akan disusun nilai eigen dari matriks

S−1AS dan S−1BS dengan tiga kondisi yaitu jika dipilih βi = u, βi 6= 0, dan βi = 0.
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1. Jika βi = u untuk semua i = 1, · · · , r, maka nilai eigen dari S−1AS dan

S−1BS disusun sebagai berikut

S−1AS =

[
I 0

0 0

]
, S−1BS =

[
uI 0

0 vI

]
.

Sehingga kombinasi linier dari c1S
−1AS + c2S

−1BS = S−1CS adalah

−uv−1

[
I 0

0 0

]
+ v−1

[
uI 0

0 vI

]
=

[
0 0

0 I

]
yang memenuhi kombinasi linier ke-2 pada teorema.

2. Jika βi 6= 0 dan k = 6, maka βi = u + v dibuat menjadi u = ε−1βi dan

v = εβi dimana βi, u, v adalah akar-akar dari 6
√
1. Selanjutnya nilai eigen

dari matriks S−1AS dan S−1BS disusun sebagai berikut

S−1AS =

 I 0 0

0 I 0

0 0 0

 , S−1BS =

 ε−1βiI 0 0

0 βiI 0

0 0 εβiI


dan c1 = −uv−1 = ε, c2 = v−1 = ε−1β−1

i .

Sehingga kombinasi linier dari c1S
−1AS + c2S

−1BS = S−1CS adalah

ε

 I 0 0

0 I 0

0 0 0

+ ε−1β−1
i

 ε−1βiI 0 0

0 βiI 0

0 0 εβiI

 =

 0 0 0

0 I 0

0 0 I


yang memenuhi kombinasi linier ke-5 pada teorema.

3. Jika βi = 0 dan k = 2, maka u = −v, c1 = 1, dan c2 = v−1 . Selanjutnya

nilai eigen dari S−1AS dan S−1BS disusun sebagai berikut

S−1AS =

 I 0 0

0 I 0

0 0 0

 , S−1BS =

 −vI 0 0

0 0 0

0 0 vI

 .
Sehingga kombinasi linier dari c1S

−1AS + c2S
−1BS = S−1CS adalah I 0 0

0 I 0

0 0 0

+ v−1

 −vI 0 0

0 0 0

0 0 vI

 =

 0 0 0

0 I 0

0 0 I


yang memenuhi kombinasi linier ke-4 pada teorema.

Kasus 4.

Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut.

c1 + c2u = 0, c1 + c2v = 0 dimana (u 6= v).

Dengan melakukan metode eliminasi, di dapatkan nilai c2 = 0. Kasus ini tidak

memenuhi asumsi 3 dimana c1 6= 0 6= c2.

Kasus 5.

Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut

c1 + c2u = 1, c2v = 1.

Dengan melakukan metode eliminasi didapatkan nilai

c1 = 1− uv−1 dan c2 = v−1.

Kemudian nilai c1 dan c2 disubtitusi ke persamaan (3.3) dan (3.4) sehingga



148 Lathifa Suci Noviana dkk

(1) c1diag(1, · · · , 1) + c2diag(β1, · · · , βr) ∈ {0, 1}
1 − uv−1 + v−1βi ∈ {0, 1}, untuk i = 1, · · · , r, maka βi = u atau

βi = u− v,
(2) c2diag(βr+1, · · · , βn) = 1

v−1βj = 1 untuk j = r + 1, · · · , n, maka βj = v.

Asumsikan bahwa A dan B similar secara simultan dengan matriks Ir ⊕ O dan

B1 ⊕ B2 secara berturut-turut. Selanjutnya akan disusun nilai eigen dari matriks

S−1AS dan S−1BS dengan dua kondisi yaitu jika dipilih βi = u dan βi = u− v.

1. Jika βi = u untuk semua i = 1, · · · , r, maka nilai eigen dari S−1AS dan

S−1BS disusun sebagai berikut.

S−1AS =

[
I 0

0 0

]
, S−1BS =

[
uI 0

0 vI

]
.

Sehingga kombinasi linear dari c1S
−1AS + c2S

−1BS = S−1CS adalah

1− uv−1

[
I 0

0 0

]
+ v−1

[
uI 0

0 vI

]
=

[
I 0

0 I

]
yang memenuhi kombinasi linier ke-3 pada teorema.

2. Jika βi = u − v dan k = 6, maka βi = u − v dibuat menjadi u = βi + v,

sedemikian sehingga βi = ε−1u dan v = εu dimana βi, u, v adalah akar-akar

dari 6
√
1. Selanjutnya nilai eigen dari S−1AS dan S−1BS disusun sebagai

berikut

S−1AS =

 I 0 0

0 I 0

0 0 0

 , S−1BS =

 ε−1uI 0 0

0 uI 0

0 0 εuI


dan c1 = 1− uv−1 = ε, c2 = v−1 = ε−1u−1.

Sehingga kombinasi linier dari c1S
−1AS + c2S

−1BS = S−1CS adalah

ε

 I 0 0

0 I 0

0 0 0

+ ε−1u−1

 ε−1uI 0 0

0 uI 0

0 0 εuI

 =

 0 0 0

0 I 0

0 0 I


yang memenuhi kombinasi linier ke-5 pada teorema.

Kasus 6.

Misalkan diambil dua bentuk persamaan linier dari persamaan (3.2) sebagai berikut.

c2u = 1, c2v = 0 dimana (u 6= v).

Dengan melakukan metode eliminasi didapatkan nilai u = v. Kasus ini tidak

memenuhi teorema dimana u 6= v.

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada tugas akhir ini dapat disimpulkan bahwa kombinasi

linier c1S
−1AS + c2S

−1BS adalah matriks idempoten dimana A adalah matriks

idempoten dan B adalah matriks t-poten untuk t > 1 jika dan hanya jika matriks

A dan B komutatif, sehingga c1S
−1AS + c2S

−1BS = S−1CS adalah salah satu

dari lima bentuk kombinasi linier berikut.
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1) v
v−u

[
I 0

0 I

]
+ 1

u−v

[
vI 0

0 uI

]
=

[
0 0

0 I

]
,

2) −uv−1

[
I 0

0 I

]
+ v−1

[
uI 0

0 vI

]
=

[
0 0

0 I

]
,

3) (1− uv−1)

[
I 0

0 0

]
+ v−1

[
uI 0

0 vI

]
=

[
I 0

0 I

]
,

4)

 I 0 0

0 I 0

0 0 0

+ v−1

 −vI 0 0

0 0 0

0 0 vI

 =

 0 0 0

0 I 0

0 0 I

 jika k = 2,

5) ε

 I 0 0

0 I 0

0 0 0

+ ε−1u−1

 ε−1uI 0 0

0 uI 0

0 0 εuI

 =

 0 0 0

0 I 0

0 0 I

 jika k = 6,

dimana u, v adalah akar-akar dari k
√
1 untuk suatu k, u 6= v, dan ε =

1

2
±
√
3

2
i.
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