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Abstrak. Misalkan G adalah suatu graf terhubung dan ¢ adalah pewarnaan titik pada
G yang menginduksi partisi II = {S1, Sa2, ---, Sk} dari V(G). Kode warna dari titik
v € V(G) adalah (d(v, S1), d(v, S2), - - -, d(v, Si)) dengan d(v, S;) = min {d(v, z)|z € S;}
dan d(v, S;) < co untuk 1 < ¢ < k. Jika setiap titik pada G mempunyai kode warna yang
berbeda maka c disebut pewarnaan lokasi. Banyaknya warna minimum yang digunakan
untuk pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari G dan dinotasikan
dengan xr,(G). Pada tulisan ini akan dibahas bilangan kromatik lokasi dari gabungan
lima Graf Buckminsterfullerene Begg.

Kata Kunci: Bilangan Kromatik Lokasi, Kode Warna, Graf Buckminsterfullerene Bgo

1. Pendahuluan

Bilangan kromatik lokasi pertama kali diperkenalkan oleh Chartand dkk (2002) [4].
Konsep ini merupakan perpaduan konsep pewarnaan titik suatu graf dan konsep
dimensi partisi suatu graf. Pewarnaan titik suatu graf adalah pemberian warna ke
semua titik-titik pada suatu graf dengan ketentuan setiap titik yang bertetangga
memiliki warna yang berbeda. Banyaknya warna minimum yang digunakan untuk
pewarnaan titik pada suatu graf disebut bilangan kromatik lokasi yang dinotasikan
dengan xr.(G).

Berdasarkan penelitian Welyyanti dkk. pada tahun 2014 [6], dihasilkan suatu
teori tentang perluasan pengertian bilangan kromatik lokasi suatu graf yang da-
pat diaplikasikan pada semua jenis graf termasuk pada graf tak terhubung dengan
gabungan lima graf buckminsterfullerene.

2. Beberapa Konsep Dasar

Graf lingkaran dilambangkan dengan C,, dengan n > 3, adalah suatu graf ter-
hubung yang setiap titiknya berderajat dua [2]. Derajat adalah suatu titik v di G
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merupakan banyaknya sisi yang terkait dengan titik v. Graf teratur adalah suatu
graf yang derajat setiap titiknya sama.

Fullerene adalah suatu molekul polihedral yang secara keseluruhan terdiri dari
atom-atom karbon. Graf Fullerene adalah suatu graf yang titik-titiknya meru-
pakan representasi dari atom-atom karbon, sementara sisi-sisinya merepresentasi-
kan ikatan di antara atom-atom tersebut. Graf tersebut memuat bentuk pentago-
nal Cy dan heksagonal Cg. Graf Dodecahedral, dinotasikan Bsg, adalah salah satu
graf Fullerene dengan banyak titik 20, sementara graf Fullerene lainnya, yaitu graf
Buckminsterfullerene mempunyai titik sebanyak 60, dinotasikan Bg [1].

Graf Buckminsterfullerene dapat dikonstruksi dari gabungan beberapa graf
lingkaran dengan langkah sebagai berikut. Langkah (a) misalkan graf C5 adalah
lingkaran yang berada pada bagian terluar dan langkah (b) C} adalah lingkaran
yang berada di bagian dalam. Selanjutnya langkah (c) ditambahkan satu sisi yang
menghubungkan masing-masing titik dari graf C's dengan C'%, kemudian tambahkan
pada setiap sisi di graf C'} masing-masing dua titik yang baru. Langkah selanjut-
nya adalah tambahkan beberapa titik dan sisi baru pada graf C'} sehingga setiap
sudutnya akan membentuk ling-karan Cj5 yang baru. Seterusnya dengan menam-
bahkan beberapa titik dan sisi lagi sehingga terbentuk beberapa lingkaran C'5 dan
Cs seminimal mungkin. Akibatnya banyak titik keseluruhan adalah 60 titik.

ow

(a). Cs di bagian luar (b) Cs* bagian dalam (c) Cs dan Cs* dihubungkan
oleh satu sisi
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Penambahan dua titik di setiap Cs* Buat cycle Cs yang baru di Graf Buckminsterfullerene
setiap sudut Cs*

Gambar 1. Tahapan Membentuk Graf Buckminsterfullerene

Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan titik pada graf G dengan c(u) #
¢(v), untuk v dan v yang bertetangga di G. Misalkan S; adalah himpunan
titik yang diberi warna ¢, yang selanjutnya disebut kelas warna, maka II =
{S1,82,--+,S;} adalah himpunan yang terdiri dari kelas-kelas warna dari
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V(G). Kode warna cr(v) dari v adalah k-pasang terurut cp(v) = (d(v,S1),
d(v,S2),- -+ ,d(v,Sk)) dimana d(v,S;) = min{d(v,z)|z € S;}, untuk 1 < i < k.
Titik v € V(G) disebut titik dominan jika d(v, S;) = 0, jika v € S; dan 1 untuk
yang lainnya. Jika setiap titik di G memiliki kode warna yang berbeda, maka c
disebut pewarnaan lokasi dari G. Banyaknya warna minimum yang digunakan un-
tuk pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari G dan dinotasikan
dengan xr(G). Karena setiap pewarnaan lokasi juga merupakan suatu pewarnaan
titik maka x(G) < x.(G) [4].

Berikut terdapat teorema yang berkaitan dengan bilangan kromatik lokasi untuk
graf terhubung.

Teorema 2.1. [/] Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung
G. Jika u dan v adalah dua titik pada graf G sedemikian sehingga d(u,w) = d(v, w)
untuk setiap w € V(G) \ u,v maka c(u) # c¢(v). Dalam hal khusus, jika u dan v
adalah titik-titik yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(u) = N(v) ,
maka c(u) # c(v).

Berikut teorema tentang prinsip pigeonhole yang akan digunakan pada pemba-
hasan di bab berikutnya.

Teorema 2.2. [5] Jika k merupakan bilangan bulat positif, dan k + 1 atau lebih
dari k 4+ 1 objek yang ditempatkan ke dalam k kotak, maka terdapat paling sedikit 1
kotak yang mengandung dua atau lebih objek.

3. Bilangan Kromatik Lokasi Graf Buckminsterfullerene

Pada Teorema 4.1 akan dibahas tentang bilangan kromatik lokasi dari graf Buck-
minsterfullerene Bgg.

Teorema 3.1. Misalkan terdapat graf Buckminsterfullerene, dinotasikan Bego,
maka xr,(Beo) = 5.

Bukti. Untuk membuktikan bahwa xr(Bgy) = 5 maka akan ditunjukkan bahwa
X1 (Bgo) < 5 dan x1(Bgo) > 5. Karena Bgy adalah graf 3-regular maka jelas bahwa
X1 (Bgo) > 4. Karena setiap titik berderajat 3, maka setiap titik pada graf Bgy akan
menjadi titik dominan. Definisikan ¢ : V(Bgp) — {1,2,3,4}, maka terdapat empat
cara untuk mewarnai satu titik dan ketiga tetangganya. Berdasarkan Teorema 3.1
akan terdapat paling sedikit dua titik dominan di kelas warna yang sama. Jadi,
diperoleh bahwa x1,(Bgg) > 5.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa untuk setiap dua titik di Bgg, akan selalu
diperoleh bahwa kode warna kedua titik tersebut berbeda.
Kasus 1. Untuk dua titik dengan warna 1,2 dan 3.

Misalkan c¢(zg) = c(ys) = 1. Karena jarak kedua titik tersebut ke titik yang
berwarna 5 berbeda, yaitu d(z3,wi9) = 6 dan d(y3,v2) = 5, maka kode warna
z3 berbeda dengan kode warna ys. Untuk setiap dua titik lain dengan warna 1,
pembuktian dilakukan dengan cara serupa.
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Gambar 2. Pewarnaan 5-lokasi pada Graf Bgo

Selanjutnya untuk dua titik dengan warna 1 yang jaraknya sama ke titik de-
ngan warna 5 tetapi jarak ke titik berwarna 4 berbeda. Tanpa mengurangi peru-
muman, misalkan c¢(z;) = c¢(wg) = 1. Karena d(z4,25) = 1 dan d(we, x5) = 2 maka
kode warna x4 berbeda dengan kode warna wg. Untuk dua titik yang sama-sama
berwarna 1,2 atau 3, kode warna nya dibedakan berdasarkan jarak ke titik yang
berwarna 4 atau 5.

Kasus 2. Untuk dua titik dengan warna 4.

Misalkan c(wg) = c(v;) = 4. Karena jarak kedua titik tersebut ke titik yang
berwarna 5 berbeda, yaitu d(ws,w1p) = 2 dan d(vg,w10) = 1, maka kode warna
wg berbeda dengan kode warna vy. Untuk setiap dua titik lain dengan warna 4,
pembuktian dilakukan dengan cara serupa.

Selanjutnya untuk dua titik dengan warna 4 yang jaraknya sama ke titik de-
ngan warna 5 tetapi jarak ke titik berwarna 1 berbeda. Tanpa mengurangi perumu-
man, misalkan c(w;) = c(wg) = 4. Karena d(wy,z1) = 2 dan d(ws,z9) = 1 maka
kode warna w; berbeda dengan kode warna wg. Untuk dua titik yang sama-sama
berwarna 4 kode warna nya dibedakan berdasarkan jarak ke titik yang berwarna 5
atau 1.

Kasus 3. Untuk dua titik dengan warna 5.

Misalkan c(w;g) = c(vg) = 5. Karena jarak kedua titik tersebut ke titik yang
berwarna 4 berbeda, yaitu d(w1g,v4) = 1 dan d(ve,v4) = 2, maka kode warna wig
berbeda dengan kode warna wvs.

Karena setiap titik pada Bgg memiliki kode warna yang berbeda maka ¢ meru-
pakan pewarnaan lokasi pada Bgg. Jadi diperoleh xr(G) < 5. O

4. Kesimpulan

Pada makalah ini telah diperoleh bilangan kromatik lokasi dari graf Buckminster-
fullerene Bgg, dinotasikan G = Bgg, yaitu x1(Bgo) = 5.
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