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Abstrak. Dalam makalah ini diselesaikan persamaan diferensial fraksional nonho-

mogen untuk α ∈ (0, 1) dengan turunan tipe Caputo menggunakan metode transformasi
Laplace. Beberapa contoh yang mengilustrasikan teorema utama disajikan.

Kata Kunci : Persamaan Diferensial Fraksional Nonhomogen, Turunan Tipe Caputo,

Transformasi Laplace.

1. Pendahuluan

Persamaan diferensial merupakan persamaan yang memuat satu atau lebih vari-

abel tak bebas beserta turunannya terhadap variabel-variabel bebas. Persamaan

diferensial diperkenalkan pertama kali oleh Newton dan Leibniz dengan penemuan-

nya tentang teori kalkulus. Para ilmuwan berhasil mengembangkan persamaan

diferensial hingga menemukan persamaan diferensial biasa, persamaan diferensial

parsial, dan persamaan diferensial fraksional.

Pada tahun 1695, L’Hopital bertanya kepada Leibniz bagaimana jika suatu

persamaan diferensial memiliki orde fraksional atau pecahan. Sejak saat itu kalkulus

fraksional telah menarik perhatian banyak ahli matematika seperti Euler, Laplace,

Riemann,dan Liouville [2].

Persamaan diferensial fraksional merupakan persamaan diferensial yang memi-

liki orde fraksional atau pecahan. Bentuk umum persamaan diferensial fraksional

linier diberikan sebagai berikut [7]

Dαny(t) + an−1D
αn−1y(t) + · · ·+ a1D

α1y(t) + a0y(t) = g(t) (1.1)

yang dalam hal ini Dαi , untuk i = 1, 2, · · · , n, merupakan operator turunan frak-

sional orde αi dengan m − 1 < αi < m, m ∈ N. Salah satu operator turunan

∗penulis korespondensi
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fraksional yang cukup dikenal adalah operator turunan Caputo, yang definisinya

dapat dilihat dalam artikel ini.

Kukla dan Urszula dalam [5] telah menyelesaikan persamaan diferensial frak-

sional (1.1) untuk n = 2. Pada artikel ini, akan dibahas solusi dari persamaan

diferensial fraksional linier nonhomogen (1.1) dengan syarat awal y(0) = y0 dan

αi ∈ (0, 1) untuk i = 1, 2, · · · , n, menggunakan transformasi Laplace untuk n se-

barang, yang dalam hal ini Dα adalah turunan fraksional tipe Caputo.

2. Landasan Teori

Beberapa teori yang terkait dengan permasalahan yang akan dibahas adalah fungsi

Gamma, fungsi Mittag-Leffler, turunan fraksional tipe Caputo, dan transformasi

Laplace.

Definisi 2.1. [7] Fungsi Gamma yang dinotasikan dengan Γ(n), didefinisikan

sebagai berikut

Γ(n) =

∞∫
0

xn−1e−x dx, n > 0.

Definisi 2.2. [3] Fungsi Mittag-Leffler satu parameter dengan parameter α yang

dinotasikan dengan Eα, didefinisikan sebagai berikut

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, z ∈ C, α > 0

Definisi 2.3. [3] Fungsi Mittag-Leffler dua parameter dengan parameter α, β yang

dinotasikan dengan Eα,β, didefinisikan sebagai berikut

Eα,β(z) =
∑∞
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α, β > 0, z ∈ C

Turunan ke-m dari fungsi Mittag-Leffler dua parameter yang berperan penting

dalam penyelesaian persamaan diferensial fraksional diberikan sebagai berikut

DmEα,β(z) =

∞∑
k=0

(k +m)!zk

k!Γ(α(k +m) + β)
. (2.1)

Definisi 2.4. [6] Turunan fractional Caputo orde α dari fungsi f(t)

terintegralkan, yang dinotasikan dengan Dαf(t), didefinisikan sebagai berikut

Dαf(t) =
1

Γ(m− α)

t∫
0

Dm(τ)dτ

(t− τ)α+1−m ,

dengan D = d
dt , dan m− 1 < α < m untuk m ∈ N.

Definisi 2.5. [9] Transformasi Laplace dari suatu fungsi f(t) dinyatakan dengan

F(s) atau L[f(t)], didefinisikan sebagai integral tak wajar berikut

L [f(t)] ≡ F (s) =

∞∫
0

e−stf(t)dt. (2.2)
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asalkan integral tersebut ada.

Definisi 2.6. [8] Konvolusi dari dua buah fungsi yang kontinu f(t) dan g(t)

didefinisikan sebagai berikut

f(t) ∗ g(t) =
t∫

0

f(t− τ)g(τ)dτ ,

dimana simbol * menyatakan operator konvolusi.

Teorema 2.7. [6] Jika transformasi Laplace dari fungsi f(t) dan g(t) adalah F (s)

dan G(s) maka

L
[
t∫

0

f(t− τ) g(τ) dτ

]
= F (s)G(s).

Teorema 2.8. [8] Transformasi Laplace dari turunan fractional Caputo adalah

L [Dαf(t)] = sαF (s)−
m∑
k=1

s(α−k)Dk−1(0). (2.3)

Teorema 2.9. [4] Transformasi Laplace dari fungsi tβ−1Eα,β(atα) adalah

L
[
tβ−1Eα,β(atα)

]
=

sα−β

sα − a
, α, β > 0, sα > |a|.

Bukti.

L
[
tβ−1Eα,β(atα)

]
=
∞∫
0

e−sttβ−1Eα,β(atα)dt

=
∞∫
0

e−sttβ−1
∑∞
k=0

(atα)k

Γ(αk + β)
dt

=

∞∑
k=0

ak

Γ(αk + β)
L
[
tαk+β−1

]
. (2.4)

Karena L
[
tn−1

]
= Γ(n)

sn , maka persamaan (2.4) menjadi

L
[
tβ−1Eα,β(atα)

]
=
∑∞
k=0

ak

Γ(αk + β)

Γ(αk + β)

sαk+β

=
1

sβ
∑∞
k=0

(
a
sα

)k
=

1

sβ
1

1− a
sα

=
sα−β

sα − a
. �

Teorema 2.10. [4] Transformasi Laplace dari perkalian fungsi

t(αm+β−1)D(m)Eα,β(atα) adalah

L
[
t(αm+β−1)D(m)Eα,β(atα)

]
=

m!sα−β

(sα − a)m+1
, sα 6= a.

Bukti.

L
[
t(αm+β−1)D(m)Eα,β(atα)

]
=

∞∫
0

e−st t(αm+β−1) D(m)Eα,β(atα)dt.
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Berdasarkan formula (2.1), diperoleh

L
[
t(αm+β−1)D(m)Eα,β(atα)

]
=
∞∫
0

e−st t(αm+β−1)
∑∞
k=0

(k+m)!
k!

(atα)k

Γ(α(k+m)+β)dt

=
∑∞
k=0

(k+m)!
k!

ak

Γ(αk+αm+β)

∞∫
0

e−st t(αk+αm+β−1)dt

=
∑∞
k=0

(k+m)!
k!

ak

Γ(αk+αm+β) L
[
t(αk+αm+β−1)

]
=
∑∞
k=0

(k+m)!
k!

ak

Γ(αk+αm+β)
Γ(αk+αm+β)
sαk+αm+β

= s−(αm+β)
∞∑
k=0

(k +m)!(as−α)k

k!
. (2.5)

Perhatikan bahwa ∑∞
k=0

(k +m)!

k!
xk =

m!

(1− x)m+1

Maka persamaan (2.5) menjadi

L
[
t(αm+β−1)D(m)Eα,β(atα)

]
= s−(αm+β) m!

(1− as−α)m+1

= s−(αm+β) sα(m+1) m!

(sα − a)m+1

=
m!sα−β

(sα − a)m+1
. �

Definisi 2.11. [9] Jika transformasi Laplace suatu fungsi f(t) adalah F(s) yang

dinotasikan dengan L[f(t)] = F (s), maka f(t) disebut invers transformasi Laplace

dari F(s) yang dinotasikan dengan f(t) = L−1[F (s)].

3. Pembahasan

Perhatikan bentuk umum persamaan diferensial fraksional berikut

Dαny(t) + an−1D
αn−1y(t) + · · ·+ a1D

α1y(t) + a0y(t) = g(t), y(0) = y0 (3.1)

dengan αi ∈ (0, 1) untuk i = 1, 2, · · · , n, dan g(t) 6= 0.

Dengan menggunakan transformasi Laplace terhadap persamaan (3.1), diperoleh

L [g(t)] = L [Dαny(t) + an−1D
αn−1y(t) + · · ·+ a1D

α1y(t) + a0y(t)]

G(s) = sαnY (s)− sαn−1y(0) + an−1

(
sαn−1Y (s)− sαn−1−1y(0)

)
+ · · ·+ a1

(
sα1Y (s)− sα1−1y(0)

)
+ a0Y (s).

(3.2)

yang dalam hal ini G(s) dan Y (s) masing-masing merupakan transformasi Laplace

dari g(t) dan y(t). Dengan mensubstitusikan y(0) = y0 ke persamaan (3.2),

diperoleh

G(s) = (sαn + an−1s
αn−1 + · · ·+ a1s

α1 + a0)Y (s)

−
(
sαn−1 + an−1s

αn−1−1 + · · ·+ a1s
α1−1

)
y0,
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atau dapat ditulis

Y (s) =

(
sαn−1 + an−1s

αn−1−1 + · · ·+ a1s
α1−1

)
sαn + an−1sαn−1 + · · ·+ a1sα1 + a0

y0

+
G(s)

sαn + an−1sαn−1 + · · ·+ a1sα1 + a0
.

(3.3)

y(t) diperoleh dengan meLaplace inverskan persamaan (3.3), yaitu

y(t) = L−1[Y (s)] = L−1
[
sαn−1+an−1s

αn−1−1+···+a1sα1−1

sαn+an−1s
αn−1+···+a1sα1+a0

y0

]
+ L−1

[
G(s)

sαn+an−1s
αn−1+···+a1sα1+a0

]
.

(3.4)

Untuk mendapatkan invers transformasi Laplace dari suku diruas kanan, faktorkan

sαn + an−1s
αn−1 + · · ·+ a1s

α1 + a0 menjadi pecahan-pecahan parsial. Selanjutnya

dengan menggunakan invers transformasi Laplace dari Teorema (2.9) dan Teorema

(2.10), maka solusi dari persamaan (3.1) dapat ditentukan.

Untuk lebih jelas, perhatikan beberapa contoh berikut ini.

Contoh 3.1. Tentukan solusi dari persamaan diferensial fraksional berikut

D
2
3 y(t) + 3D

1
3 y(t) + 2y(t) = e

1
8 t, y(0) = 1 (3.5)

Penyelesaian.

Transformasi Laplace dari persamaan (3.5) adalah

L
[
D

2
3 y(t) + 3D

1
3 y(t) + 2y(t)

]
= L

[
e

1
8 t
]

s
2
3Y (s)− s− 1

3 y(0) + 3s
1
3Y (s)− 3s−

2
3 y(0) + 2Y (s) =

1

s− 1
8

. (3.6)

Dengan mensubstitusikan y(0) = 1 ke persamaan (3.6), diperoleh(
s

2
3 + 3s

1
3 + 2

)
Y (s) = s−

1
3 + 3s−

2
3 +

1

s− 1
8

Y (s) =
s−

1
3 + 3s−

2
3

s
2
3 + 3s

1
3 + 2

+
1

(s
2
3 + 3s

1
3 + 2)(s− 1

8 )
.

atau dapat ditulis menjadi

Y (s) =
s−

1
3 + 3s−

2
3

(s
1
3 + 1)(s

1
3 + 2)

+
1

(s
1
3 + 1)(s

1
3 + 2)(s− 1

8 )
. (3.7)

Perhatikan bahwa

1

(s
1
3 + 1)(s

1
3 + 2)

=
1

s
1
3 + 1

− 1

s
1
3 +2

dan

1

(s
1
3 + 1)(s

1
3 + 2)(s− 1

8 )
=

1800/151

s
1
3 + 1

− 1096/151

s
1
3 + 2

− 16/3

s
1
3 − 1

2
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+
(152− 72

√
3i)/453

s
1
3 + 1−

√
3i

4

+
(152 + 72

√
3i)/453

s
1
3 + 1+

√
3i

4

.

Sehingga persamaan (3.7) menjadi

Y (s) = s−
1
3

(
1

s
1
3 + 1

− 1

s
1
3 + 2

)
+ 3s−

2
3

(
1

s
1
3 + 1

− 1

s
1
3 + 2

)
+

1800/151

s
1
3 + 1

−1096/151

s
1
3 + 2

− 16/3

s
1
3 − 1

2

+
(152− 72

√
3i)/453

s
1
3 + 1−

√
3i

4

+
(152 + 72

√
3i)/453

s
1
3 + 1+

√
3i

4

.

(3.8)

Karena penyebut dari suku di ruas kanan persamaan (3.8) berpangkat 1, maka

dengan menggunakan invers transformasi Laplace dari Teorema (2.9) terhadap

persamaan (3.8), diperoleh solusi persamaan (3.5) yaitu

y(t) = t−
1
3E 1

3 ,
2
3

(
−t 1

3

)
− t− 1

3E 1
3 ,

2
3

(
−2t

1
3

)
+ 3E 1

3 ,1

(
−t 1

3

)
− 3E 1

3 ,1

(
−2t

1
3

)
+ 1800

151 t
− 2

3E 1
3 ,

1
3

(
−t 1

3

)
− 1096

151 t
− 2

3E 1
3 ,

1
3

(
−2t

1
3

)
− 16

3 t
− 2

3E 1
3 ,

1
3

(
1
2 t

1
3

)
+ 152−72

√
3i

453 t−
2
3E 1

3 ,
1
3

(
−1+

√
3i

4 t
1
3

)
+ 152+72

√
3i

453 t−
2
3E 1

3 ,
1
3

(
−1−

√
3i

4 t
1
3

)
.

Contoh 3.2. Tentukan solusi dari persamaan diferensial fraksional berikut

D
5
6 y(t) +D

1
2 y(t)− 1

8
D

1
3 y(t) +

1

8
y(t) = t, y(0) = 1 (3.9)

Penyelesaian.

Transformasi Laplace dari persamaan (3.9) adalah

L [t] = L
[
D

5
6 y(t) +D

1
2 y(t)− 1

8D
1
3 y(t) + 1

8y(t)
]

1
s2 = s

5
6Y (s)− s− 1

6 y(0) +
(
s

1
2Y (s)− s− 1

2 y(0)
)

− 1
8

(
s

1
3Y (s)− s− 2

3 y(0)
)
− 1

8Y (s).
(3.10)

Dengan mensubstitusikan y(0) = 1 ke persamaan (3.10), diperoleh

s−
1
6 + s−

1
2 − 1

8s
− 2

3 + s−2 =
(
s

5
6 + s

1
2 − 1

8s
1
3 − 1

8

)
Y (s)

Y (s) =
s−

1
6 +s−

1
2− 1

8 s
− 2

3 +s−2

s
5
6 +s

1
2− 1

8 s
1
3− 1

8

atau dapat ditulis menjadi

Y (s) =
s−

1
6 + s−

1
2 − 1

8s
− 2

3 + s−2

(s
1
2 − 1

8 )(s
1
3 + 1)

. (3.11)

Perhatikan bahwa

1

(s
1
2− 1

8 )(s
1
3 +1)

=
16/15

s
1
6 − 1

2

− (40− 24
√

3i)/39

s
1
6 +

1−
√

3i

4

− (40 + 24
√

3i)/39

s
1
6 +

1 +
√

3i

4
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+
(32− 4i)/65

s
1
6 + i

+
(32 + 4i)/65

s
1
6 − i

.

Sehingga persamaan (3.11) menjadi

Y (s) = s−
1
6

(
16/15

s
1
6 − 1

2

− (40− 24
√

3i)/39

s
1
6 + 1−

√
3i

4

− (40 + 24
√

3i)/39

s
1
6 + 1+

√
3i

4

+
(32− 4i)/65

s
1
6 + i

+
(32 + 4i)/65

s
1
6 − i

)
+ s−

1
2

(
16/15

s
1
6 − 1

2

− (40− 24
√

3i)/39

s
1
6 + 1−

√
3i

4

− (40 + 24
√

3i)/39

s
1
6 + 1+

√
3i

4

+
(32− 4i)/65

s
1
6 + i

+
(32 + 4i)/65

s
1
6 − i

)
− 1

8s
− 2

3

(
16/15

s
1
6 − 1

2

− (40− 24
√

3i)/39

s
1
6 + 1−

√
3i

4

− (40 + 24
√

3i)/39

s
1
6 + 1+

√
3i

4

+
(32− 4i)/65

s
1
6 + i

+
(32 + 4i)/65

s
1
6 − i

)
+ s−2

(
16/15

s
1
6 − 1

2

− (40− 24
√

3i)/39

s
1
6 + 1−

√
3i

4

− (40 + 24
√

3i)/39

s
1
6 + 1+

√
3i

4

+
(32− 4i)/65

s
1
6 + i

+
(32 + 4i)/65

s
1
6 − i

)
.

(3.12)

Karena penyebut dari suku-suku di ruas kanan persamaan (3.12) berpangkat

1, maka dengan menggunakan invers transformasi Laplace dari Teorema (2.9)

terhadap persamaan (3.12), diperoleh solusi persamaan (3.9) yaitu

y(t) =

[
16
15 t
− 2

3E 1
6 ,

1
3

(
1
2 t

1
6

)
− 40−24

√
3i

39 t−
2
3E 1

6 ,
1
3

(
(−1+

√
3i

4 )t
1
6

)
− 40+24

√
3i

39 t−
2
3E 1

6 ,
1
3

(
(−1−

√
3i

4 )t
1
6

)
+ 32−4i

65 t−
2
3E 1

6 ,
1
3
(−it 1

6 )

+ 32+4i
65 t−

2
3E 1

6 ,
1
3
(it

1
6 )

]
+

[
16
15 t
− 1

3E 1
6 ,

2
3

(
1
2 t

1
6

)
− 40−24

√
3i

39 t−
1
3E 1

6 ,
2
3

(
(−1+

√
3i

4 )t
1
6

)
− 40+24

√
3i

39 t−
1
3E 1

6 ,
2
3

(
(−1−

√
3i

4 )t
1
6

)
+ 32−4i

65 t−
1
3E 1

6 ,
2
3
(−it 1

6 ) + 32+4i
65 t−

1
3E 1

6 ,
2
3
(it

1
6 )

]
−
[

2
15 t

− 1
6E 1

6 ,
5
6

(
1
2 t

1
6

)
− 5−3

√
3i

39 t−
1
6E 1

6 ,
5
6

(
(−1+

√
3i

4 )t
1
6

)
− 5+3

√
3i

39 t−
1
6E 1

6 ,
5
6

(
(−1−

√
3i

4 )t
1
6

)
+ 8−i

130 t−
1
6E 1

6 ,
5
6
(−it 1

6 ) + 8+i
130 t−

1
6E 1

6 ,
5
6
(it

1
6 )

]
+

[
16
15 t

7
6E 1

6 ,
13
6

(
1
2 t

1
6

)
− 40−24

√
3i

39 t
7
6E 1

6 ,
13
6

(
(−1+

√
3i

4 )t
1
6

)
− 40+24

√
3i

39 t
7
6E 1

6 ,
13
6

(
(−1−

√
3i

4 )t
1
6

)
+ 32−4i

65 t
7
6E 1

6 ,
13
6

(−it 1
6 ) + 32+4i

65 t
7
6E 1

6 ,
13
6

(it
1
6 )

]
.

4. Kesimpulan

Solusi persamaan diferensial fraksional dengan bentuk

Dαny(t) + an−1D
αn−1y(t) + · · ·+ a1D

α1y(t) + a0y(t) = g(t), y(0) = y0
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dengan αi ∈ (0, 1) untuk i = 1, 2, · · · , n, g(t) 6= 0, dan Dα merupakan operator

turunan tipe Caputo adalah:

y(t) = L−1

[
sαn−1 + an−1s

αn−1−1 + · · ·+ a1s
α1−1

sαn + an−1sαn−1 + · · ·+ a1sα1 + a0
y0

]
+ L−1

[
G(s)

sαn + an−1sαn−1 + · · ·+ a1sα1 + a0

]
.
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