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Abstrak. Sebuah metode numerik berdasarkan pada fungsi block pulse termodi-
fikasi (FBPT) digunakan untuk menyelesaikan persamaan integral-diferensial Volterra-
Fredholm linier (PI-DV-FL). Kita memperoleh sebuah matriks operasional integrasi dari
fungsi block pulse termodifikasi pada interval [0, 7). Fungsi block pulse termodifikasi dan
matriks operasional integrasinya dapat menyederhanakan persamaan integral-diferensial
Volterra-Fredholm linier ke dalam bentuk sistem persamaan linier. Tingkat konvergensi
dan analisis galat dari metode yang digunakan diselidiki. Sebuah contoh diberikan untuk
menunjukkan bahwa metode yang digunakan memiliki tingkat akurasi yang baik dengan
melihat nilai pada tiap titik dan ilustrasi grafiknya.

Kata Kunci: Fungsi Block Pulse Termodifikasi, Matriks Operasional Integrasi, Per-
samaan Integral-Diferensial Volterra-Fredholm Linier

1. Pendahuluan

Persamaan integral-diferensial terjadi di beberapa model matematis dari berbagai
fenomena dalam bidang matematika, fisika, ekonomi, teknik, dan biologi. Beberapa
contoh dari model tersebut dapat ditemukan di literatur dan beberapa masalah
teknik, matematika terapan, dan fisika matematika yang disederhanakan ke dalam
persamaan integral Volterra-Fredholm. Namun, para peneliti telah menerapkan
topik mengenai persamaan integral-diferensial melalui penelitiannya di berbagai
bidang seperti neurosains [3], spesies biologis [2], [10], teori airfoil [5], teori antrian
[7], masalah kontak elastis [6], [9], mekanisme fraktur [11], dan konduksi molekular
[4].

Pada tahun-tahun belakangan ini, beberapa fungsi basis telah digunakan un-
tuk mengestimasi solusi persamaan integral seperti fungsi ortogonal dan wavelet.
Pada penelitian ini, kita menggunakan fungsi block pulse termodifikasi untuk meng-
aproksimasi solusi f(¢) dari persamaan integral-diferensial Volterra-Fredholm linier
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berikut

¢ 1
F@) =gt +/0 k(t,s)f(s)ds +/0 I(t,s)f(s)ds, 0<t,s<1,
f(0) = ao, (1.1)

di mana f(t) dan g(¢) masing-masing merupakan fungsi analitik yang tidak dike-
tahui dan diketahui dalam L?([0, 1)) dan k(t, s) dan (¢, s) merupakan kernel dalam
12([0,1) x [0,1)).

2. Landasan Teori
2.1. Fungsi Block Pulse Termodifikasi
Suatu himpunan fungsi block pulse termodifikasi € ¢;(t),7 = 0,1,--- ,m pada inter-

val [0,T) yang didefinisikan sebagai berikut

1, tG[O,h*{f):I@,
do(t) = .
0, yang lainnya,

i=1,2,,n-1,

1, telih—e,(i+1)h—¢e)=1,
bi(t) = [ . (i+1h—e)
0, yang lainnya,

dan

oult) = {1, te[l —eT),

0, vyang lainnya,

T
di mana n merupakan sebarang bilangan bulat positif dan h = —.
n

2.2. Sifat-sifat Fungsi Block Pulse Termodifikast

FBPT memiliki sifat-sifat dasar yang sama seperti fungsi block pulse, antara lain:

(1) Keterpisahan (Disjointness): FBPT terpisah satu sama lain pada interval ¢ €
[0,7),

(bi(t)a Z:.77

0. idi (2.1)

¢i(t)$;(t) = {
di mana i,7 =0,1,--- ,n.
(2) Ortogonalitas (Orthogonality): PFBP ortogonal satu sama lain pada interval

tel0,T),

/T ¢i(t)o; (t)dt = hd,j, (2.2)
0

di mana 4,5 =1,--- ,n — 1 dan ¢;; merupakan delta Kronecker.
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(3) Kelengkapan (Completeness): Jika n — oo, maka himpunan FBPT adalah
lengkap yaitu untuk setiap f € L*([0, 7)),

/ P Zﬂn@ O,

di mana

1 T
- 503 /O F(O)di(t)dt, (2.3)

dan A(I;) merupakan panjang interval I;.

2.3. Bentuk Vektor Fungsi Block Pulse Termodifikasi

Pertama kita mempertimbangkan bentuk (n + 1) FBPT dan menulisnya dengan
sederhana sebagai vektor-(n + 1)

®(t) = [po(t), d1(1), - a¢n(t)]T7 tel. (2.4)
Pers. (2.1) berarti bahwa

do(t) 0 ... 0

D)7 () = 0 ¢1:(t)j:' 0 — diag(D(t)). (2.5)

0 0 ...¢n(t)
Sekarang nyatakan bahwa X sebagai vektor-(n + 1). Jadi, dengan menggunakan
Pers. (2.5) kita peroleh
()T ()X = X(t),
di mana X = diag(X) merupakan matriks diagonal (n + 1) x (n + 1).

2.4. Perluasan Fungsi Block Pulse Termodifikasi
Sebuah fungsi kontinu f(¢) € L?(I) dapat diperluas dengan FBPT yaitu

= En: figi(t) = FTO(t) = @7 (1) F, (2.6)

di mana F' adalah vektor-(n + 1) x 1 diberikan dengan
= [f07f17"' 7fn]T-

Dengan cara yang sama, sebuah fungsi dua variabel k(t,s) € L2(I x I) dapat
diperluas dengan FBPT sebagai berikut
k(t,s) ~ ky(t,s) = ®T () K®(s) = T (s) KT ®(¢), (2.7)

di mana ®(t) dan ®(s) masing—masing merupakan vektor FBPT dimensi (n;+1)
dan (ng + 1), dan K = (k;;),4 =0,1,--- ,n1,5 = 0,1, - ,ng merupakan matriks
koefisien block pulse termodifikasi (n1 + 1) X (ng + 1) dengan

kij = /T1 /T2 k(t, s)¢i(t)¢;(s)dsdt.
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2.5. Matriks Operasional Integrasi Fungsi Block Pulse
Termodifikasi

Sama seperti FBP,

t
/ D(s)ds ~ QP(1), (2.8)
0
di mana matriks operasional integrasi ) dari FBPTe diberikan dengan

h;‘gh—a...h—s

0 % ... n

g
0 0 ... 2 (n+1) % (n+1)
Jadi, integral setiap fungsi f(¢) dapat diaproksimasi sebagai berikut

Ot f(s)ds = /t FT®(s)ds ~ FTQ®(t).

0

3. Hasil dan Pembahasan

3.1. Fungsi Block Pulse Termodifikasi dalam Menyelesaikan
Persamaan Integral-Diferensial Volterra-Fredholm Linier

Mempertimbangkan persamaan integral-diferensial Volterra-Fredholm linier berikut

¢ 1
() =g(t) +/O k(t,s)f(s)ds +/O I(t,s)f(s)ds, 0<t,s<1,

f(0) = ao. (3.1)
Pertama, kita integralkan kedua ruas Pers. (3.1) pada interval [0,T), kita akan
memiliki

ft) =ao+ /tg(u)du + /t /“ k(u,s)f(s)dsdu + /t 1 l(u,s)f(s)dsdu. (3.2)
Kita aproksima[;i fungsi f, g:) k,odan [ dengan FBPTe (;eb;gai berikut:
f(t) ~ FTo(t) = ®T(t)F,
g(t) = @7 (t)G,
k(t,s) ~ ®T (1) K®(s),
I(t,s) ~ ®T(t)LD(s), (3.3)
di mana vektor F' dan G, matriks K dan L masing-masing merupakan koefisien

FBPTe dari f, g, k, dan [. Substitusikan Pers. (3.3) ke dalam Pers. (3.2), kita akan
memiliki

ST ()F ~ ag + ®T(t)PTG + /t @T(U)K</u <1>(s)<I>T(s)Fds> du
0 0

LT ' T
+/O o (u)L(/O D(s)P (s)ds)qu

~ ag®T (1)@ (t) + T () PTG + / t T (u) K FP®(u)du + h®dT (t)PTLF,
0
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di mana F = diag(F) dan misalkan B = KFP, maka diperoleh
BT (1) F ~ ag®” ()®(t) + ®T () PTG + &7 (t)PT B + hd” (t)PTLF.
Misalkan A = PTB, kita peroleh
ST (t)F ~ ag®T (1)®(t) + T () PTG + @7 (t)A®(t) + hdT (t)PTLF,
di mana A = diag(A). Lalu
T () F ~ dT(t)(aol + A)®(t) + T (t)(PTG + hPTLF).
Mengubah C' = agl + A dan diperoleh
T (t)F ~ o7 (t)C®(t) + &7 (t)(PTG + hPTLF)
F~C+P"G+hPTLF,
di mana C' = agl + h2K'F dengan 1 = [1,1,---,1]7 dan
1koo 0 .. 0
o Sio kio Yk ... 0 |
S kio Sy Kt < ko
dan Z” berarti bahwa pola pertama dan terakhir memiliki faktor % Kemudian,
F—hPTLF - C = PTG
F —hPTLF —ayl — W’K'F = PTG
F—hPTLF — h®K'F = PTG + aol
(I —hPTL - h*K')F = PTG + apl
F=(I-hPTL-hr*K)"Y PTG +aol). (3.4)

Dalam menyelesaikan sistem persamaan (3.4), kita memperoleh fo, f1, -+, fn yang
tidak diketahui.

3.2. Analisis Galat

Teorema 3.1. Nyatakan f kontinu pada I dan terdiferensial pada [0,1) serta ter-
dapat bilangan M yaitu |f'(t)| < M, untuk setiap t € I, maka

£ (b) = fla)] < M|b—al,

untuk setiap a,b € I.

Bukti. Lihat [1]. |

Teorema 3.2. Asumsikan bahwa f(t) merupakan fungsi terdiferensial pada I yaitu
|7/ (#)| £ M. Kita mendefinisikan galat antara f(t) dan perluasan FBPT atas setiap
subinterval I; sebagai berikut:

ei(t)=fi— f(t), tel
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i 41

di mana I; = [, *==).

Bukti. Hal ini dapat ditunjukkan bahwa

it+1

n

leall? = / 2(t)dt

I
3
/N
pen
|
~
—
Nt
N—
[\v]
o
~

= i(fz‘—f(ﬁ))2a UASR (3.5)

di mana digunakan teorema nilai rata-rata untuk integral. Dengan menggunakan
Pers. (2.3) dan teorema nilai rata-rata, diperoleh:

it+1

" 1
f=n | HO@ = s© = 1@, ceh (36)
Substitusikan (3.6) ke dalam (3.5), diperoleh:
2 M2 M2
el = 2 (56 = 1) < Tl —nl? < S (37)
Ini mengarah ke:
1
2 _ 2(1d
el = [ o
1/ n 2
—/ (Zei(t)> dt
0 \i=0
1 n 1
_ / (Zﬁ@))dw QZ/ ei(t)e; (1)dt
0 \i=0 i<j

le®I* = (/ ef(t)dt> = leill®. (3:8)
' 0 i=0
d

iperoleh:

2

M
2
eI < =5

Jadi, [le(t)]| = O(1), di mana e(t) = f,(t) — f(¢) dan f,,(t) = D1 fidi(t). |

3.3. Contoh Numerik
Pandang persamaan integral-diferensial Volterra-Fredholm linier berikut [8]:
f(t) = —2sin(t) — t?sin(2t) + 2sin(2t) — 2tcos(2t) — 2e’ + 5! ™! 4 2t
¢ 1
+/ cos(t + s)f(s)ds + / e! =5 f(s)ds,
0 0
f(0) =0,
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dengan solusi eksak f(t) = 2.

Tabel 1. Solusi Eksak dan Aproksimasi

t Eksak | Aproksimasi
0 0

0.1 | 0.01 0.01197
0.2 | 0.04 0.04355
0.3 0.09 0.09442
0.4 0.16 0.1643
0.5 | 0.25 0.2529
0.6 | 0.36 0.3602
0.7 | 0.49 0.4866
0.8 | 0.64 0.6329
0.9 | 0.81 0.8008

1 1 0.9849

4. Kesimpulan

Fungsi block pulse termodifikasi dan matriks operasional integrasinya digunakan
untuk memperoleh solusi persamaan integral-diferensial Volterra-Fredholm linier.
Tingkat konvergensi dan akurasi dari metode diselidiki pada sebuah contoh. Hasil
menunjukkan bahwa nilai pada setiap titik dari solusi eksak dan aproksimasi memi-
liki selisih yang sangat kecil. Kedua hasil menunjukkan metode yang digunakan
memiliki efisiensi dan akurasi yang baik.
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