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Abstrak. Pada tulisan ini akan diuraikan tentang bagaimanakah solusi dari persamaan
Leontief diskrit dengan menggunakan invers Drazin dan sistem singular diskrit. Untuk C

singular sistem Cxn+1 = (I−L+C)xn−dn, tidak mempunyai solusi. Hal ini disebabkan
adanya kondisi awal yang tidak dapat memberikan solusi untuk sistem. Kondisi awal yang
dapat memberikan solusi untuk sistem disebut sebagai kondisi awal yang konsisten [4].

Perlu diperhatikan bahwa solusi xn untuk sistem mungkin positif atau mungkin saja
non positif. Solusi xn dikatakan positif jika xin > 0 untuk setiap i = 1, 2, · · · , n dan
dikatakan non positif jika xin ≤ 0 untuk setiap i = 1, 2, · · · , n. Jika solusi xn untuk

sistem adalah positif maka xn dikatakan solusi positif dari persamaan Leontief. Dengan
Teorema yang diberikan, diperoleh syarat cukup untuk kepositifan dari solusi persamaan
Leontief diskrit.

Kata Kunci : Invers Drazin, persamaan Leontief, sistem singular diskrit

1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem persamaan beda linier (linear difference equation) sebagai

berikut:

Cxn+1 = (I − L+ C)xn − dn, n ∈ Z+,

di mana I ∈ Rr×r adalah matriks identitas, C,L ∈ Rr×r dan dn,xn ∈ Rr. Sistem

di atas dapat ditulis sebagai:

Cxn+1 = Exn − dn, n ∈ Z+ (1.1)

di mana E = (I − L + C). Notasi Rr×r menyatakan himpunan matriks-matriks

riil berukuran r × r, Rr×r
+ menyatakan himpunan matrik-matriks riil berukuran

r × r yang entri-entrinya non negatif, Rr×r
− menyatakan himpunan matrik-matriks

riil berukuran r × r yang entri-entrinya non positif, Rr×r
++ menyatakan himpunan

matriks-matriks riil berukuran r × r di mana entri-entrinya adalah bilangan riil

positif, Rr menyatakan himpunan vektor berdimensi r, Z+ menyatakan himpunan

bilangan bulat non negatif, dan C menyatakan himpunan bilangan kompleks.

Jika matriks L = [lij ] memenuhi:

0 ≤ lij ≤ 1, 1 ≤ i, j ≤ r,
Σr

i=1lij ≤ 1, 1 ≤ j ≤ r.
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Maka persamaan (1.1) disebut sebagai persamaan Leontief.

Jika C adalah matriks non singular, maka solusi dari sistem (1.1) adalah :

xn = C−1[(I − L+ C)nx0 +

n−1∑
i=0

(I − L+ C)n−i−1di], (1.2)

untuk suatu vektor v ∈ R.

Untuk C singular, sistem (1.1) mungkin tidak mempunyai solusi. Hal ini dise-

babkan adanya kondisi awal yang tidak dapat memberikan solusi untuk sistem (1.1).

Kondisi awal yang dapat memberikan solusi untuk sistem (1.1) disebut sebagai kon-

disi awal yang konsisten.

Perlu diperhatikan bahwa solusi xn untuk sistem (1.1) mungkin positif atau

mungkin saja non positif. Solusi xn dikatakan positif jika xin > 0 untuk setiap

i = 1, 2, · · · , n dan dikatakan negatif jika xin < 0 untuk setiap i = 1, 2, · · · , n. Jika

solusi xn untuk sistem (1.1) adalah positif maka xn dikatakan solusi positif dari

persamaan Leontief.

2. Solusi Positif dari Persamaan Leontief Diskrit

Asumsikan bahwa matriks C adalah singular dan det(λC − E) 6= 0 untuk suatu

λ ∈ C, maka ada λ ∈ C sedemikian sehingga (λC − E)−1 ada. Dengan mengalikan

sistem (1.1) dengan (λC − E)−1, maka

(λC − E)−1Cxn+1 = (λC − E)−1Exn − (λC − E)−1dn

Ĉxn+1 = Êxn − d̂n (2.1)

dengan Ĉ = (λC − E)−1C, Ê = (λC − E)−1E, d̂n = (λC − E)−1dn.

Untuk λ = 1, pada sistem

Cxn+1 = (I − L+ C)xn

berlaku λC− (C+ I −L) = (λ− 1)C+L− 1 = (L− I). Karena (I − l)−1 ada maka

(λC − (C + I − L))−1 ada. Selanjutnya, misalkan

Ĉ = (λC − E)−1C

= (λC − (C + I − L))−1C

= (−I + L)−1C

= −(I − L)−1C (2.2)

Ê = (λC − E)−1E

= (λC − (C + I − L))−1(C + I − L)

= −(I − L)−1(I − L+ C)

= −I − (I − L)−1C

= Ĉ − I.
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Solusi umum dari (2.1) diberikan oleh:

xn = (ĈD(Ĉ − I))nĈĈDx0 − ĈD
n−1∑
j=0

(ĈD(Ĉ − I))n−j−1(I − L)−1dj

+ (I − ĈĈD)

k−1∑
i=0

(Ĉ(Ĉ − I)D)i(Ĉ − I)D(I − L)−1dn+i, n ≥ 1 (2.3)

xn pada persamaan (2.3) adalah solusi dari persamaan (2.1).

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa xn tak negatif, untuk n = 1, 2, · · · , N .

Teorema berikut merupakan syarat cukup untuk kepositifan dari solusi persamaan

Leontief diskrit.

Teorema 2.1. [3] Misalkan terdapat matriks C,L, I ∈ Rr×r sedemikian sehingga

(i) Semua elemen diagonal dari Ĉ tidak nol dan tidak sama dengan satu.

(ii) Semua elemen diagonal dari ĈD adalah tidak nol.

(iii) Ĉ � 0, ĈD � 0 dan Ê � 0.

(iv) d̂i � 0 dan x0 � 0.

Misalkan juga

xn = Ln(x0) + zk(n), (2.4)

di mana

Ln(x0) = (ĈDÊ)nĈĈDx 0 + ĈD
n−1∑
i=0

(ĈDÊ)n−i−1d̂i (2.5)

dan

zk(n) = −(I − ĈĈD)

k−1∑
i=0

(ĈÊD)iÊDd̂n+i.

Maka xn > 0 untuk 1 ≤ n ≤ N dan vektor x0 memenuhi

x0 �
(I − ĈĈD)

∑k−1
i=0 (ĈÊD)i(ÊD)(d̂n+i) +

∑n−1
i=0 [(ĈD)min]n−i[(Ê)min]n−i−1rn−i+1d̂i

(dmax(ĈD))n+1(dmax(Ê))ndmax(Ĉ)
.

Bukti. xn > 0 jika dan hanya jika Ln(x0) + zk(n) � 0, yaitu

(ĈDÊ)nĈĈDx0 � −ÂD
n−1∑
i=0

(ĈDÊ)n−i−1d̂i − zk(n). (2.6)

Dari [3], diperoleh bahwa Ĉ � 0 dan ĈD � 0, sehingga

ĈĈD � dmax(Ĉ)dmax(ĈD)I. (2.7)

Selain itu karena x0 � 0, maka diperoleh

ĈĈDx0 � dmax(Ĉ)dmax(ĈD)x0. (2.8)

Dari [3] diperoleh bahwa Ĉ � 0 dan Ê � 0, sehingga

(ĈDÊ)n � (dmax(ĈD))n(dmax(Ê))nI. (2.9)
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Dari (2.8) dan (2.9) diperoleh

(ĈDÊ)nĈĈDx 0 � (dmax(ĈD))n+1(dmax(Ê))ndmax(Ĉ)x 0. (2.10)

Berdasarkan [5] diperoleh

0 � (ĈDÊ)n−i−1

� ((−ĈD)(−Ê))n−i−1

� (−ĈD)max(−Ê)max)n−i−1rn−i−1+1

� [(−ĈD)max(−Ê)max]n−i−1rn−i. (2.11)

Karena −ĈD � 0, maka (2.11) menjadi

(−ĈD)(ĈDÊ)n−i−1 � r(−ĈD)max(ĈDÊ)n−i−1
max

� r(−ĈD)max[(−ĈD)max(−Ê)max]n−i−1rn−i

= [(−ĈD)max]n−i[(−Ê)max]n−i−1rn−i+1. (2.12)

Karena d̂i � 0, maka (2.12) menjadi

(−ĈD)(ĈDÊ)n−i−1d̂i � [(−ĈD)max]n−i[(−Ê)max]n−i−1rn−i+1d̂i. (2.13)

Oleh karena itu

(−ĈD)

n−1∑
i=0

(ĈDÊ)n−i−1d̂i �
n−1∑
i=0

[(−ĈD)max]n−i[(−Ê)max]n−i−1rn−i+1d̂i. (2.14)

Karena (−ĈD)max = −(ĈD)min dan (−Ê)max = −(Ê)min, maka (2.14) menjadi

(−ĈD)

n−1∑
i=0

(ĈDÊ)n−i−1d̂i � −
n−1∑
i=0

[(ĈD)min]n−i[(Ê)min]n−i−1rn−i+1d̂i. (2.15)

Dari (2.10) dan (2.15) maka disimpulkan bahwa (2.6) memenuhi

(dmax(ĈD))n+1(dmax(Ê))ndmax(Ĉ)x 0 � −Σn−1
i=0 [(ĈD)min]n−i[(Ê)min]n−i−1d̂ ir

n−i+1

+ −(I − ĈĈD)

k−1∑
i=0

(ĈĈD)iÊDd̂n+i,

atau dapat ditulis,

x0 �
(I − ĈĈD)

∑k−1
i=0 (ĈÊD)i(ÊD)(d̂n+i) +

∑n−1
i=0 [(ĈD)min]n−i[(Ê)min]n−i−1rn−i+1d̂i

(dmax(ĈD))n+1(dmax(Ê))ndmax(Ĉ)

Contoh. Misalkan diberikan suatu sistem

Cxn+1 = Exn − dn

di mana,

L =

0.3 0.3 0.3

0.4 0.1 0.5

0.3 0.5 0.2

 , C =

 0.3 0.4 0.45

0 0 0

0.6 0.8 0.9

 , dn =

18 + 2n

32 + 3n

57 + n

 .
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Akan ditentukan vektor x0, sedemikian sehingga sistem tersebut adalah positif.

Perhatikan bahwa,

Ĉ = −(I − L)−1C

=

−8.3617 −11.149 −12.543

−9 −12 −13.5

−9.5106 −12.681 −14.266


maka

ĈD =

−6.9732× 10−3 −9.2977× 10−3 −1.0460× 10−2

−7.5055× 10−3 −1.0007× 10−2 −1.1258× 10−2

−7.9313× 10−3 −1.0575× 10−2 −1.1897× 10−2


dan

(Ê) = (Ĉ − I)

=

−9.3617 −11.149 −12.543

−9 −13 −13.5

−9.5106 −12.681 −15.266


sehingga diperoleh

(Ê)D =

 −6.794× 10−3 −9.0295× 10−3 −1.0158× 10−2

−7.2889× 10−3 −9.7406× 10−3 −1.0933× 10−2

−7.7024× 10−3 −1.0270× 10−2 −1.1576× 10−2

 .

Selanjutnya,

d̂n = −(I − L)−1dn

=

−53.830n− 954.90

−60.0n− 1070.0

−58.936n− 1098.1

 .

Untuk n = 1, diperoleh

x0 �
(I − ĈĈD)(ĈÊD)0ÊDd̂1 + [(ĈD)min][(Ê)min]0r2d̂0

(dmax(ĈD))2(dmax(Ê))dmax(Ĉ)

�

 26861

30116

30891



Misalkan x0 =

26861

30116

30891

 . Maka solusi untuk xn di mana n = 1, 2, 3, 4 adalah

x1 =

 28187

30338

32060

 , x2 =

 29030

31245

33018

 , x3 =

29897

32179

34005

 , x4 =

 30756

33103

34982

 .
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Misalkan x0 =

 36861

40116

42891

. Maka solusi untuk xn dengan n = 1, 2, 3, 4 adalah

x1

38455

41390

43739

 , x2 =

 39594

42615

45034

 , x3 =

 40766

43877

46367

 , x4 =

 39189

42181

44574

 .

3. Kesimpulan

Solusi xn dari sistem persamaan Leontief diskrit

Cxn+1 = Exn − dn, n ∈ Z+

adalah positif jika nilai x0 memenuhi,

x0 �
(I − ĈĈD)

∑k−1
i=0 (ĈÊD)i(ÊD)(d̂n+i) +

∑n−1
i=0 [(ĈD)min]n−i[(Ê)min]n−i−1rn−i+1d̂i

(dmax(ĈD))n+1(dmax(Ê))ndmax(Ĉ)
,

asalkan

(i) Semua elemen diagonal dari Ĉ tidak nol dan tidak sama dengan satu.

(ii) Semua elemen diagonal dari ĈD adalah tidak nol.

(iii) Ĉ � 0, ĈD � 0 dan Ê � 0.

(iv) d̂i � 0 dan x0 � 0.
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