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Abstrak. Misalkan Kk×j adalah suatu graf multipartit seimbang lengkap yang

terdiri dari k himpunan partit, dimana setiap partit memuat j titik, dan setiap titik
bertetangga kecuali pada himpunan partit yang sama. Misalkan j ≥ 2 adalah bilangan

asli. Untuk graf G dan H, bilangan Ramsey multipartit himpunan Mj(G,H) adalah

bilangan asli terkecil p sedemikian sehingga setiap pewarnaan merah-biru pada sisi-sisi
Kk×j senantiasa menyebabkan terdapat G berwarna merah atau H bewarna biru seba-

gai subgraf dari Kk×j . Dalam tulisan ini, akan ditentukan bilangan Ramsey multipartit

himpunan Mj(G,H) dimana G adalah graf lintasan P3 dan H adalah graf pohon Tn,
untuk n ≥ 2.

Kata Kunci : bilangan Ramsey multipartit himpunan, graf multipartit seimbang lengkap,

lintasan, pohon

1. Pendahuluan

Bilangan Ramsey multipartit himpunan Mj(P3, Tn) menjadi salah satu topik kajian

bilangan Ramsey multipartit yang menarik untuk dikaji. Penentuan bilangan Ram-

sey multipartit himpunan Mj(P3, Tn) menggunakan definisi graf pohon, dimana

graf pohon Tn adalah suatu graf terhubung dengan n titik yang tidak memuat sik-

lus acyclic. Pada penelitian ini akan dikaji tentang penentuan bilangan Ramsey

multipartit himpunan untuk kombinasi graf lintasan P3 dan graf pohon. Definisi

bilangan Ramsey multipartit himpunan diberikan oleh Burger dan Vuuren (2004)

dalam [1] dan [2].

2. Landasan Teori

Definisi dalam teori graf yang digunakan dalam artikel ini diambil dari Bondy [3].

Graf G = (V (G), E(G)) adalah suatu struktur yang memuat himpunan titik V (G)

∗penulis korespondensi
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dan himpunan sisi E(G). Misalkan e = uv adalah sisi di G, maka u dan v dise-

but terkait pada sisi e, dan u disebut bertetangga dengan v. Derajat minimum

δ(G) adalah banyaknya sisi minimal yang terkait dengan titik v di G. Derajat mak-

simum ∆(G) adalah banyaknya sisi maksimal yang terkait dengan titik v di G.

Faktorisasi dari suatu graf G dinotasikan dengan G ∼= G1 ⊕ G2 ⊕ · · · ⊕ Gk meru-

pakan suatu himpunan tak kosong yang berisikan subgraf-subgraf G1, G2, · · · , Gk

sedemikian sehingga V (Gi) = V (Gj) dan E(Gi) ∩ E(Gj) = dan untuk i 6= j dan

i, j ∈ 1, 2, · · · , k.

Suatu matching M pada graf G adalah himpunan sisi-sisi di G yang saling lepas,

yaitu tidak ada lebih dari satu sisi yang terkait dengan satu titik di G, sedemikian

sehingga M ⊆ E(G). M dikatakan matching sempurna jika setiap titik pada graf

G terkait dengan tepat satu sisi di M . Suatu matching M dikatakan matching

maksimal jika tidak dapat diperluas menjadi matching yang lebih dari M .

Graf lintasan Pn adalah suatu graf terhubung dengan n titik dan panjang n −
1. Graf pohon Tn adalah suatu graf terhubung dengan n titik yang acyclic. Graf

multipartit seimbang lengkap Ks×t adalah graf yang terdiri dari s himpunan partit

yang setiap partit memuat t titik, setiap titik bertetangga kecuali pada himpunan

partit yang sama.

Burger dan Vuuren (2004) mendefinisikan bilangan Ramsey multipartit him-

punan sebagai berikut:

Definisi 2.1. [2] Misalkan j,l,n,s, dan t adalah bilangan bulat positif dengan

n, s ≥ 2. Bilangan Ramsey multipartit himpunan Mj(Kn×l,Ks×t) adalah bilangan

asli terkecil k sedemikian sehingga jika semua sisi dari graf multipartit seimbang

lengkap Kk×j diberi warna merah atau biru maka graf multipartit seimbang lengkap

Kk×j akan memuat Kn×l merah atau Ks×t biru sebagai subgraf.

Definisi 2.1 kemudian diformulasikan dalam bentuk faktorisasi, sebagai berikut:

Definisi 2.2. [8] Diberikan dua graf G dan H dan bilangan asli j. Bilangan Ramsey

multipartit himpunan Mj(G,H) adalah bilangan bulat positif terkecil k sedemikian

sehingga untuk sebarang faktorisasi Kk×j
∼= F1⊕F2 senantiasa F1 memuat subgraf

G atau F2 memuat subgraf H.

Ide dari kajian bilangan Ramsey multipartit himpunan Mj(G,H) adalah den-

gan memberikan banyak titik yang tetap dari setiap himpunan partit dalam graf

domainnya, kemudian mencari minimum dari banyaknya himpunan partit sehingga

graf domain tersebut akan memuat subgraf multipartit monokromatik.

3. Pembahasan

Berikut pemaparan teorema dari bilangan Ramsey multipartit himpunan

Mj(P3, Tn) untuk j ≥ 3 dan n ≥ 2.

Teorema 3.1. Untuk n ≥ 2 dan j ≥ 3, Mj(P3, Tn) = 2.

Bukti. Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa Mj(P3, Tn) ≥ 2. Perhatikan suatu

faktorisasi graf F = K(2−1)×j
∼= F1⊕F2. Akan ditunjukkan bahwa F1 tidak memuat
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P3 dan F2 tidak memuat Tn dengan n ≥ 2. Perhatikan bahwa K2−1×j merupakan

graf dengan satu partit yang memuat j titik, sehinggaK1×j tidak memiliki sisi. Jelas

bahwa F1 tidak memuat P3 dan F2 tidak memuat Tn. Oleh karena itu Mj(P3, Tn) ≥
2.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa Mj(P3, Tn) ≤ 2. Misalkan G1⊕G2 adalah

sebarang faktorisasi dari G = K2×j sedemikian sehingga G1 tidak memuat P3.

Akan ditunjukkan bahwa G2 ⊇ Tn. Karena | V (K2×j) |= 2j dan 2j bernilai genap

maka G1 memuat matching sempurna. Selanjutnya akan ditunjukkan G2 memuat

Tn. Karena δ(G2) = 2 maka minimal terdapat Tn dengan n ≥ 2. Ambil satu titik

sebarang pada V1 sehingga derajat terbesar 4(G2) = j − 1, maka terdapat Tn
dengan n = j. Selanjutnya hubungkan titik-titik di V1 kecuali satu titik yang telah

diambil, ke sebarang titik di V2. Akan diperoleh tambahan Tn dengan n = j. Total

keseluruhan Tn yang diperoleh n = 2j, terbukti bahwa G2 memuat Tn dengan

n ≥ 2. Oleh karena itu, Mj(P3, Tn) = 2.

Teorema 3.2. Untuk n ≥ 7, M3(P3, Tn) = dn
3
e.

Bukti. Pertama-tama, akan ditunjukkan bahwa M3(P3, Tn) ≥ dn
3
e. Misalkan k =

dn
3
e, perhatikan suatu faktorisasi graf F = K(k−1)×3

∼= F1 ⊕ F2. Akan ditunjukkan

bahwa F1 tidak memuat P3 dan F2 tidak memuat Tn. Jika k genap maka F1 memuat

matching maksimal sehingga F1 tidak memuat P3. Jika k ganjil maka F1 memuat

matching sempurna sehingga F1 tidak memuat P3.

Diketahui bahwa
n

3
≤
⌈n

3

⌉
<
n

3
+ 1, maka

(
dn

3
e − 1

)
× 3 <

(⌈n
3

⌉
+ 1− 1

)
× 3.

Karena
n

3
× 3 = n maka

(⌈n
3

⌉
− 1
)
× 3 < n. Perhatikan bahwa

∣∣V (K(k−1)×3)
∣∣ =

(k − 1) × 3 =
(⌈n

3

⌉
− 1
)
× 3 < n. Jelas bahwa K(k−1)×3 tidak memuat Tn dengan

n > (k − 1)× 3. Oleh karena itu M3(P3, Tn) ≥ dn
3
e.

Selanjutnya akan ditunjukkan M3(P3, Tn) ≤ dn
3
e. Misalkan G1 ⊕G2 adalah se-

barang faktorisasi dari G = Kk×3 sedemikian sehingga G1 tidak memuat P3. Akan

ditunjukkan bahwa G2 ⊇ Tn. Misalkan Vi = {vi,1, vi,2, vi,3} untuk i = 1, 2, · · · , dn
3
e

adalah himpunan-himpunan partit di G. Karena G1 tidak memuat P3, maka harus-

lah ∆(G1) ≤ 1. Perhatikan beberapa kasus berikut.

Kasus 1. k ganjil.

Karena k ganjil maka 3k ganjil, akibatnya G1 matching maksimal sehingga G1

tidak memuat P3. Karena G1 matching maksimal maka terdapat satu titik di V1
yang memiliki derajat terbesar di G2 dengan 4(G2) = 3(k − 1), maka diperoleh

Tn dengan n = 3(k − 1) + 1. Selanjutnya hubungkan titik-titik di V1 kecuali titik

yang berderajat terbesar ke sebarang titik di V2, V3, . . . , Vk maka akan diperoleh

tambahan Tn dengan n = 2, jadi dari keseluruhan Tn yang diperoleh pada G2 yaitu

n = 3(k − 1) + 1 + 2 = 3k karena 3k = 3dn
3
e = n. Terbukti bahwa G2 memuat Tn

(lihat pada Gambar 1).

Kasus 2. k genap.

Karena k genap maka 3k genap, akibatnya G1 memuat matching sempurna sehingga
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G1 tidak memuat P3. Selanjutnya akan ditunjukkan G2 memuat Tn, ambil sebarang

titik pada V1 sehingga derajat terbesar 4(G2) = 3(k − 1) − 1, maka terdapat Tn
dengan n = 3(k − 1). Selanjutnya hubungkan titik-titik di V1 selain titik yang

telah di ambil ke sebarang titik di V2, V3, . . . , Vk maka akan diperoleh tambahan Tn
dengan n = 3. Total keseluruhan Tn yang diperoleh n = 3(k − 1) + 3 = 3k karena

3k = 3dn
3
e = n. Terbukti bahwa G2 memuat Tn (lihat pada Gambar 1).

Gambar 1. Graf G1 matching sempurna dan G2 ⊇ Tn.

Oleh karena itu, M3(P3, Tn) = dn
3
e untuk n ≥ 7.

Teorema 3.3. Untuk n ≥ 9, M4(P3, Tn) = dn
4
e.

Bukti. Pertama akan ditunjukkan bahwa M4(P3, Tn) ≥ dn
4
e . Misal k = dn

4
e dan

F1⊕F2 adalah sebarang faktorisasi graf F = K(k−1)×4. Akan ditunjukkan bahwa F1

tidak memuat P3 dan F2 tidak memuat Tn. Perhatikan |V (K(k−1)×4)| = (k−1)×4,

karena (k − 1) × 4 genap maka F1 memuat matching sempurna sehingga F1 tidak

memuat P3. Diketahui bahwa
n

4
≤ dn

4
e < n

4
+1 maka

(
dn

4
e−1

)
×4 <

(
dn

4
e+1−1

)
×

4. Karena
n

4
×4 = n maka (dn

4
e−1)×4 < n. Perhatikan | V (Kk−1×4) |= (k−1)×4 =

(dn
4
e − 1)× 4 < n maka K(k−1)×4 tidak memuat Tn dengan n > (k − 1)× 4. Oleh

karena itu M4(P3, Tn) ≥ dn
4
e.

Selanjutnya, akan ditunjukkan M4(P3, Tn) ≤ dn
4
e. Misalkan G1 ⊕ G2 adalah

sebarang faktorisasi dari G = Kk×4 sedemikian sehingga G1 tidak memuat P3, akan

ditunjukkan G2 ⊇ Tn. Misalkan Vi = {vi,1, vi,2, vi,3, vi,4} untuk i = 1, 2, · · · , dn
4
e

adalah himpunan-himpunan partit di G. Perhatikan |V (Kk×4)| = k × 4 dan 4k

genap maka G1 memuat matching sempurna sehingga G1 tidak memuat P3. Akan

ditunjukkan G2 memuat Tn, ambil sebarang titik pada V1 sehingga derajat terbesar
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4(G2) = 4(k − 1) − 1 maka terdapat Tn dengan n = 4(k − 1) − 1 + 1 = 4(k − 1).

Selanjutnya hubungkan titik-titik di V1 selain titik yang diambil, ke sebarang titik di

V2, V3, · · · , Vk maka akan diperoleh tambahan Tn dengan n = 4. Total keseluruhan

Tn yang diperoleh n = 4(k − 1) + 4 = 4k karena 4k = 4dn
4
e = n. Terbukti bahwa

G2 memuat Tn (lihat pada Gambar 2).

Gambar 2. Graf G1 matching sempurna dan G2 ⊇ Tn.

Teorema 3.4. Untuk n ≥ 7 dan j ≥ 3, Mj(P3, Tn) = dn
j
e.

Bukti. Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa Mj(P3, Tn) ≥ dn
j
e. Misalkan k =

dn
j
e. Perhatikan suatu faktorisasi graf F = K(k−1)×j

∼= F1 ⊕F2. Akan ditunjukkan

bahwa F1 tidak memuat P3 dan F2 tidak memuat Tn. Untuk jk genap, G1 memuat

matching sempurna sehingga G1 tidak memuat P3. Untuk jk ganjil, G1 memuat

matching maksimum sehingga G1 tidak memuat P3. Diketahui bahwa
n

j
≤
⌈n
j

⌉
<

n

j
+1 maka

(
dn
j
e−1

)
×j <

(
dn
j
e+1−1

)
×j. Karena

n

j
×j = nmaka (

⌈n
j

⌉
−1)×j < n.

Perhatikan | V (K⌈n
j

⌉
−1×j

) |= (k−1)× j = (
⌈n
j

⌉
−1)× j < n maka K(k−1)×j tidak

memuat Tn dengan n > (k − 1)× j. Oleh karena itu Mj(P3, Tn) ≥
⌈n
j

⌉
.

Selanjutnya /akan ditunjukkan Mj(P3, Tn) ≤ dn
j
e. Misalkan G1 ⊕ G2 adalah

sebarang faktorisasi dari G = Kk×j sedemikian sehingga G1 tidak memuat P3,

akan ditunjukkan G2 ⊇ Tn. Misalkan Vi = {vi,1, vi,2, vi,3, . . . , vi,j} untuk i =

1, 2, · · · , dn
j
e adalah himpunan-himpunan partit di G. Karena G1 tidak memuat

P3, maka ∆(G1) ≤ 1.

Kasus 1. j ganjil.

SubKasus 1.1 k ganjil.



30 Asyraf Mardhiyah dkk

Karena k ganjil maka jk bernilai ganjil, akibatnya G1 matching maksimal sehingga

G1 tidak memuat P3. Karena G1 tidak memuat P3 akan ditunjukkan G2 memuat

Tn. G1 matching maksimal maka terdapat satu titik di V1 yang memiliki derajat

terbesar di G2 dengan4(G2) = j(k−1) maka diperoleh Tn dengan n = j(k−1)+1.

Selanjutnya hubungkan titik-titik di V1, selain titik yang berderajat terbesar, ke se-

barang titik di V2, V3, · · · , Vk. Maka akan diperoleh tambahan Tn dengan n = j−1.

Total keseluruhan Tn yang diperoleh adalah n = j(k− 1) + 1 + (j − 1) = jk karena

jk = j
⌈n
j

⌉
= n maka terbukti bahwa G2 memuat Tn.

SubKasus 1.2 k genap.

Karena k genap maka jk bernilai genap, akibatnya G1 memuat matching sempurna

sehingga G1 tidak memuat P3, akan ditunjukkan G2 memuat Tn. Ambil satu titik

sebarang pada V1 sehingga berderajat terbesar di G2 dengan 4(G2) = j(k−1)−1,

maka terdapat Tn dengan n = j(k− 1). Selanjutnya hubungkan titik-titik di V1 se-

lain titik yang diambil ke sebarang titik di V2, V3, · · · , Vk. Maka diperoleh tambahan

Tn dengan n = j. Total keseluruhan Tn yang diperoleh adalah n = j(k−1)+j = jk

karena jk = jdn
j
e = n. Terbukti bahwa G2 memuat Tn.

Kasus 2. j genap.

Karena jk genap akibatnya G1 memuat matching sempurna sehingga G1 tidak

memuat P3, maka ∆(G1) ≤ 1. Akan ditunjukkan G2 memuat Tn, ambil sebarang

titik pada V1 sehingga derajat terbesar 4(G2) = j(k − 1) − 1, terdapat Tn den-

gan n = j(k − 1) − 1 + 1 = j(k − 1). Selanjutnya hubungkan titik-titik di V1 se-

lain titik berderajat terbesar ke sebarang titik di V2, V3, · · · , Vk. Maka akan diper-

oleh tambahan Tn dengan n = j. Total keseluruhan Tn yang diperoleh adalah

n = j(k − 1) + j = jk karena jk = jdn
j
e = n. Terbukti bahwa G2 memuat Tn.

Oleh karena itu, Mj(P3, Tn) = dn
j
e untuk n ≥ 7 dan j ≥ 3.

4. Kesimpulan

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa untuk n ≥ 2 dan j ≥ 3, berlaku:

Mj(P3, Tn) =

{
2, n ≥ 2, j ≥ 3,

dnj e, n ≥ 7, j ≥ 3.

M3(P3, Tn) = dn
3
e, n ≥ 7, dan

M4(P3, Tn) = dn
4
e, n ≥ 9.
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