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Abstrak. Misalkan G = (V, E) graf terhubung dan ¢ suatu k-pewarnaan dari G.
Kelas warna pada G adalah himpunan titik-titik yang berwarna 4, dinotasikan dengan .S;
untuk 1 <4 < k. Misalkan IT adalah suatu partisi terurut dari V(G) kedalam kelas-kelas
warna yang saling bebas S1, Sa, - - - , Sk, dengan titik-titik di S; diberi warna i, 1 <1 < k.
Jarak suatu titik v ke S; dinotasikan dengan d(v, C;) adalah min{d(v, z)|z € S;}. Kode

warna dari suatu titik v € V didefinisikan sebagai k—vektor yaitu:

CH(U) = (d(’U, Sl)vd(v7s2)7' o 7d(v7‘5’k))7

dimana d(v, S;) = min{d(v,z : € S;)} untuk 1 < ¢ < k. Jika setiap titik yang berbeda
di G memiliki kode warna yang berbeda untuk suatu II, maka ¢ disebut pewarnaan lokasi
untuk G. Banyaknya warna minimum yang digunakan pada pewarnaan lokasi dari graf
G disebut bilangan kromatik lokasi untuk G, dinotasikan dengan xr (G). Pada tulisan
ini akan dibahas bilangan kromatik lokasi graf lobster Ly m,,1 untuk 6 < m < 16 dan

n=2,3,4.

Kata Kunci: Bilangan Kromatik Lokasi, Graf Lobster, Kode Warna.

1. Pendahuluan

Salah satu kajian dalam teori graf yang menarik untuk dikaji yaitu bilangan kro-
matik lokasi. Konsep bilangan kromatik lokasi pertama kali dikenalkan oleh Char-
trand dkk. [2] sebagai pengembangan dari konsep pewarnaan titik dan dimensi
partisi pada graf. Pewarnaan titik suatu graf adalah pemberian warna ke semua
titik-titik pada suatu graf dengan ketentuan setiap titik yang bertetangga memiliki
warna yang berbeda. Banyaknya warna minimum yang digunakan untuk pewarnaan
titik pada suatu graf disebut bilangan kromatik lokasi yang dinotasikan dengan

xz(G)-

Berdasarkan penelitian Asmiati pada tahun 2013 [1], diperoleh bilangan kro-
matik lokasi pada graf lobster L,, ,, 1 dengan m = 2. Selanjutnya, pada tahun 2018,
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Silvia [5] membahas mengenai bilangan kromatik lokasi pada graf lobster Ly, 1
untuk m = 3 dan n = 2,3, 4. Sebagai lanjutan dari [5], pada artikel ini akan diba-
has tentang bilangan kromatik lokasi pada graf lobster Ly, ,,, 1 untuk 6 < m < 16
dan n = 2,3,4.

2. Beberapa Konsep Dasar

Definisi dan terminologi graf berikut dikutip dari [4]. Graf lintasan P, adalah graf
dengan m titik dan m — 1 sisi, dengan titik-titiknya adalah vy, vs, -+ , vy, dan sisi-
sisinya adalah v1ve, vovs, -+, Up_10m,. Graf ulat (caterpillar) Cy, ., adalah sebuah
graf yang terbentuk dari graf lintasan P,,, dengan menambahkan sejumlah titik
anting (titik yang berderajat satu) pada setiap titik pada graf lintasan tersebut.
Lintasan P,, pada graf ulat dinamakan sebagai lintasan utama. Pada Gambar 1
diberikan graf ulat C,, , untuk m,n > 2.

w11 vy Vin Va1 U2z 2 Umi V2

Gambar 1. Graf Ulat

Graf lobster L, ,, ; adalah graf yang jika dihapus semua titik berderajat satu
pada graf tersebut, akan menghasilkan graf ulat. Graf lobster dinotasikan dengan
Lypmpi untuk n > 2 ,m > 1 dan k£ > 1, dimana n adalah banyaknya titik di
lintasan utama, m adalah banyaknya titik berjarak satu dari lintasan utama, k
adalah banyaknya titik berjarak dua dari lintasan utama.

Himpunan titik dan himpunan sisi dari graf lobster G = L,, ,,  dengan n > 2
adalah:

V(G)={v]l <i<n}U{v;;][1<i<ndanl1l<j<m}U
{vijsll<i<n, 1<j<m, 1<k<n}

E(G) ={vivit1|1 <i<n}U{vv; ;|1 <i<ndan1<j<m}U
{vijvigell <i<n, 1<j<m, 1<k<n}

Pada artikel ini graf lobster yang dibahas adalah graf L, ,,,  dengan k = 1. Pada
Gambar 2 diberikan graf lobster L, ,, ; dengan k = 1.

Dalam 7?7, Chartrand dkk. memberikan definisi bilangan kromatik lokasi sebagai
berikut. Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan titik pada graf G dengan c(u) # c(v),
untuk u dan v yang bertetangga di G. Misalkan C; adalah himpunan titik yang
diberi warna ¢, yang selanjutnya disebut kelas warna, maka II = {C1,Cs,--- ,Cy}
adalah himpunan yang terdiri dari kelas-kelas warna dari V(G). Kode warna cr;(v)
dari v adalah k-pasang terurut (d(v,C),d(v,Cs), -+ ,d(v,Cf)) dimana d(v,C;) =
min{d(v, z)|z € C;}, untuk 1 < i < k. Jika setiap titik di G memiliki kode warna
yang berbeda, maka c disebut pewarnaan lokasi dari G. Banyaknya warna minimum



Bilangan Kromatik Lokasi Graf Lobster 97
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Gambar 2. Graf Lobster Ly m,1

yang digunakan untuk pewarnaan lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari
G dan dinotasikan dengan xr(G).

Berikut adalah teorema dan akibat yang berkaitan dengan bilangan kromatik
lokasi suatu graf.

Teorema 2.1. [3] Misalkan ¢ adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung G. Jika
u dan v adalah dua titik yang berbeda di G sedemikian sehingga d(u,w) = d(v,w)
untuk setiap w € V(G) — {u,v}, maka c(u) # c(v). Secara khusus, jika uw dan v
titik-titik yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(u) = N(v), maka
c(u) # e(v).

Akibat 2.2. [3] Misalkan G adalah graf terhubung dengan satu titik yang berte-
tangga dengan k daun, maka xr(G) > k + 1.

3. Pembahasan

Pada Teorema 3.1 akan dibahas tentang bilangan kromatik lokasi pada graf lobster
Lym,1 untuk m =6 dan n = 2,3, 4.

Teorema 3.1. Jika Ly, 1 adalah graf lobster,maka

XL(Ln6,1) =5 untuk n = 2,3,4.

Bukti. Misalkan ¢ adalah pewarnaan lokasi pada graf L, ., dengan Il =
{51, 52,854, S5} adalah partisi titik-titik pada graf L, 1 dengan S; menyatakan
kelas warna ke-i untuk 1 < 4 < 5. Akan ditentukan bilangan kromatik dari graf
lobster Ly, 61 untuk n = 2,3,4. Pandang tiga kasus sebagai berikut:

Kasus 1. n = 2.

Akan ditentukan xr,(Lpn6,1) = 5 untuk n = 2. Akan ditunjukkan xr(L2g1) < 5.
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Definisikan kelas warna IT = {57, S3, S4, S5} dengan:

S = {U17U5,1)2,1,U2,3,U1,3,1,”U1,4,1,U1,6,1’U2,4,1’U2,6,1}-
Sa = {v2,v1,1,V1,2,V1,5,1,V2,1,1,V2,5,1 }-

S3 = {113,1)1,4,U1,5av2,4,702,5,111,2,1,112,2,1}.

Sy = {U47'U1,6,U2,67'U2,3,1}-

Sy = {01,1,1}-

Pewarnaan lokasi pada graf L, ; untuk n = 2 ditunjukkan pada Gambar 3.

V2,11 V2,2,1 V2,31 V2,41 V2,5,1 V2,6,1

V11,1 V12,1 V13,1 V14,1 V15,1 V1,6,1

Gambar 3. Pewarnaan lokasi pada graf L2 6,1

Diperoleh kode warna setiap titik di L ¢ 1 terhadap II = {S7, Sa, Sy, S5} sebagai
berikut:

cr(v1) = (d(v, 51), d(v1, S2), d(v1, S3), d(v1, Sa), d(v1, S5)) = (0,1,1,1,2),
CH(UQ) = (d(’UQ,Sl),d(vg,52),d(UQ,Sg),d(UQ,S4),d(U2, 55)) = (1,07 1, 1,3).

Selanjutnya juga diperoleh:

en(via) = (1,0,2,2,1), en(vas) = (0,1,2,1,4), en(vis1) = (2,0,1,3,4),
H('ULQ) = (1,07 1,2,3), (’Ug, ) = (1 1 0 2 4)7 H(UI,G,I) = (0,3,37 1,4),
H(UI,S) = (1,072,2,3), (’Ug 5) = ( 71 0 2 4)7 H(U2,1,1) = (1,07373,5),
CH(U1,4) = (1,2,0,2,3), (’UQ,G) (1, 1,2 0 4)7 CH(UQ’QJ) = (1,270,3,5),
CH('UI,E)) = (17 1,0,2,3), CH(UI,LI) = (2, 173,3,0), CH(U2,3’1) = (1,2,3,0,5),
CH('UI,G) = (172,2,0,3), CH(ULQJ) = (2, 17073,4), CH<’U2,471) = (0,2, 173,5),
H(’Ug)l) = (O7 1,2,2,4), C]‘[(UL371) = (0, 1,3,3,4), 1‘[(’02’571) = (3,0, 1,3,5),
H(’Ug)g) = (O7 1, 1,2,4), C]‘[(Ul7471) = (0,37 1,3,4), C]‘[(’Uz)&l) = (0,2,3, 1,5).

Dapat dilihat bahwa kode warna setiap titik di L2 6,1 berbeda terhadap II. Jadi
haruslah xr,(L26,1) < 5.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa xr(L2g,1) > 5. Andaikan titik-titik pada
graf Ly, diberikan 4-pewarnaan, maka akan terdapat dua titik yang memi-
liki kode warna yang sama. Sebagai contoh, pada Gambar 4 diperoleh bahwa
er(vis) = en(ve,4) = (1,1,0,2). maka haruslah graf Ly 6 1 mempunyai 5-pewarnaan
titik. Aklbatnya XL(L2,6,1) Z 5.
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V2,1,1 V2,2,1 V2,31 V24,1 V2,5,1 V2,6,1

Gambar 4. 4-Pewarnaan pada graf L, 6,1

Kasus 2. Untuk n = 3.
Akan ditentukan xr(Lne,1) = 5 untuk n = 3. Akan ditunjukkan xr(Lse,1) < 5.
Definisikan kelas warna II = {S7, S5, S4, S5} dengan:
S1 = {v1,vs,v2,1,v2,3,V3,1,V3,2,V3,3, V1,31, V1,4,1, V1,6,1, V2,4,1, V2,6,15 U3,4,1, U3,6,1 } -
Sy = {UQ,01,1701,2,03,4a713,5701,5,1702,1,17@2,5,17@3,1,1}
Ss = {113, ?11,4,01,5,U2,4,112,5,U1,2,17U2,2,17U3,2,17U3,5,1}-
Sa = {va,v1,6,V2,6,V3,6,V2,3,1,V3,3,1}-

Ss = {U1,1,1}-

Pewarnaan lokasi pada graf L, ¢ untuk n = 3 ditunjukkan pada Gambar 5.

V2,11 U2,2,1 V23,1 U241 V2,5,1 V26,1

V11,1 V12,1 V13,1 V14,1 U1,5,1 V16,1 V3,1,1 V3,2,1 V3,3,103,4,1 U3,51V3,6,1

Gambar 5. Pewarnaan lokasi pada graf L3 61

Diperoleh kode warna setiap titik di Lz 1 terhadap II = {S7, Sa, Sy, S5} sebagai
berikut:

CH(Ul) = (d(’Ul,S1),d(’l}1,Sg),d(Ul,S3),d(’l}1,S4),d(U1, 55)) = (0, 1, 1, 1,2),
CH(UQ) = (d(UQ,Sl),d('l}g,SQ),d(02,53),d(112754),d(’l)2, 55)) = (].,0, ]., ].,3),
CH(U3) = (d(’Ug,Sl>,d(’l)3,52),d(’03,53) d(U3,S4),d(U3, SS)) = (17 1,0, 1’4)'
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Selanjutnya juga diperoleh:

CH('UI,I) = (17072,2,1), CH(’Ug)l) = (0,1,1,2,5)7 CH(Ug’l’l) = (1,073,3,5),
CH(’ULQ) = (17071,2,3), CH(UB,Q) = (0,2,1,1,5), CH(UQ’QJ) = (1,270,3,5),
CH(U1,3) = (17072,2,3), CH<’U3’3) = (O,2,1,1,5>, CH(Ug’g’l) = (1,273,0,5),
CH('UlA) = (1,2,0,2,3), CH(U3’4) = (1,0,1,2,5), C]‘[(UQAJ) = (0,2,1,3,5),
CH(U1)5) = (1,1,0,2,3), C]‘[(U3)5) = (2,0,1,2,5), C]‘[(Ug7571) = (3,0,1,3,5),
CH('Ul,G) = (1,2,2,0,3), C]‘[(Ug)ﬁ) = (1,2,1,0,5), C]‘[(Ug7671) = (0,2,3,1,5),
CH(’Ug,l) = (0,1,2,2,4), CH(U17171) = (2,1,3,3,0), CH(03,171) = (1,0,2,3,6),
CH('UQ’Q) = (0,1,1,2,4), CH(U17271) = (2,1,0,3,4), CH(1)37271) = (1,3,0,3,6),
CH('UQ,?,) = (0,1,2,1,4), CH(U1’371) = (0,1,3,3,4), CH(1)37371) = (1,3,2,0,6),
CH('UQA) = (1, 1,0, 2,4), CH(U1’471) = (0,3, 1, 3,4), CH(1)37471) = (0, 1,2,3, 6),
CH(U2,5) = (2, 1,0, 2,4), CH(’017571) = (2,0, 1, 3,4), CH(’L)37571) = (3, 1,0,3, 6),
CH(UQ,G) = (1,1,2,0,4), CH('UL(S,I) = (0,3,3,1,4), C]‘[(’Ug,&l) = (0,3,2,1,6).

Diperoleh bahwa setiap titik di L3¢, mempunyai kode warna yang berbeda
terhadap II. Jadi haruslah xr,(Lzg1) < 5.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa xr(L3¢,1) > 5. Andaikan titik-titik pada
graf L3¢ diberikan 4-pewarnaan, maka akan terdapat dua titik yang memiliki
kode warna yang sama. Sebagai contoh, pada Gambar 6 diperoleh cr(vis) =
er(vea) = (1,1,0,2). Jadi haruslah graf Lsgs: mempunyai 5-pewarnaan titik.
Akibatnya xr(Lse1) > 5.

V2,1,1 V2,2,1 V2,31 V24,1 V2,5,1 V2,6,1

V11,1 VI2,1 U131 V14,1 V1,51 V1,6,1 3,1,1 U3,2,1 U3,3,1V3,4,1 V3,5,17V3,6,1

Gambar 6. 4-pewarnaan pada graf L3 g,1

Kasus 3. n = 4.
Akan ditentukan x7,(Ly,1) = 5 untuk n = 4. Akan ditunjukkan bahwa x7,(La61) <
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5. Definisikan kelas warna IT = {S, S5, S4, S5} dengan:
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S = {U17U571)2,1,112,3,113,17113,2,U3,37v4,1,U4,2,114,37U1,3,17U1,4,17U1,6,17U2,4,17

V2,6,1,V3,4,1,V3,6,1,V4,4,1,V4,6,1,V5,3,1,U5,4,1, U5,6,1}~

Sy = {U2,U1,1,U1,27U3,4,U3,5,U4,4,U4,5,U5,17U5,2,U5,3,’U1,5,1,02,1,1,02,5,1,03,1,1,

Va,1,1,U5,5,1 }-
Sg = {v3,V1,4,V1,5, V2,4, , V2,5, V4,6, Us 4, V5,5, U1,2,1, V2,2,1, V3,2
V4,5,1,U5,2,1 }-

Sy = {U4,U1,6a'U2,6703,67U5,67'02,3,177}3,3,17'04,3,17'05,1,1}-
Ss = {vi,1}

,1,V351,V4.2.1,

Pewarnaan lokasi pada graf L, 61 untuk n = 4 ditunjukkan pada Gambar 7.

V2,1,1 V2,2,1 V2,31 V34,1 V2,51 V26,1

V4,1,1 V4,21 V4,3,1 V4,4,1V4,5,1 V46,1

V31,1 U3,2,1 V3,3,1V3,4,1 V3.5,1V3,6,1

Gambar 7. Pewarnaan lokasi pada graf L4 6,1

Diperoleh kode warna setiap titik di L4 61 terhadap II = {S1, S, S4, S5} sebagai

berikut:
cr(v1) = (d(vi, S1),d(v1, S2),d(v1, S3), d(v1, Sa), d(v1, S5))
eni(v2) = (d(ve, S1), d(vz2, S2), d(v2, S3), d(v2, Sa), d(ve, S5))
cri(vs) = (d(vs, S1),d(vs, S2),d(vs, S3),d(vs, Sa), d(v3, S5))
CH(U4) - (d(1)4, Sl), d('U4, SQ)) d(U4, 53)7 d(’U47 54)7 d(’l}4, SS))
Selanjutnya juga diperoleh:
cr(vi1) =(1,0,2,2,1), cn(vss) =1(2,0,1,2,5), cn(vas) =
CH(UI 2) (1 071a2 3)7 ]‘[(’Ug 6) (172a17075)7 11 (U274 1)
crn(viz) = (1,0,2,2,3), cn(van) =(0,1,2,1,6), cn(ves) =
CH(Ul 4) (172 O 2 3)7 CH(U4 2) (072a1a176)7 CH(U2,6 1)
(U ) (171 O 2 3)7 H(U4 3) (072a2a176)7 C11 (U311)
(’U ) (1,2 2 0 3), CH(’U4 4) (1,0,2,1,6), C11 (U321)
(’U ) (0,172 2 4), H(’U4 5) (2 0,1,2 6)7 C11 (U373 1)
CH(UZ 2) (07171a2 4)7 CH(U4 6) (1 2a1a0 6)7 H(USA 1)
CH(UQ 3) (07172a1a4) CH(Ul 1 1) (27173 3a ) H(U3,5 1)

=(0,1,1,1,2),
=(1,0,1,1,3),
=(1,1,0,1,4)
=(1,1,1,0,5).

)

1,2,3,0,5),
0,2,1,3,5),
3,0,1,3,5),
0,2,3,1,5),
1,0,2,3,6),
1,3,0,3,6),
1,3,2,0,6),
0,1,2,3,6),
3,1,0,3,6),

N~~~ o~~~ —~
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H(’U2’4) = (1, 170, 2,4) (1)1 2, 1) (27 ].,07 3,4), CH(’U?,,GJ) (0 3 2 1 6),
H(’U2’5) = (2, 170, 2,4), (Ul 3, 1) (07 1,37 3,4), CH(’U4,1’1) (1 0 3 2 7),
CH('UQ’G) = (1,172,0,4), (U141) (0,3,173,4), CH(’U4,2’1) (1 3 O 2 7),
CH(’USJ) = (0, 1, 1, 2, 5), ( ) (2,07 1, 3,4), CH(’U4’371) (1 3 3 O 7),
CH(’I}g)g) = (072,1,2,5), (U161) (0,373,1,4), CH(’U4’471) (0,1,3 2,7),
H(’Ug)?,) = (072,1,1,5) (U2’171) (1,073,3,5), CH<’U4,5’1) (3,1,0,2,7),
H(’Ug)4) = (1,0,1,2,5), C]‘[(UQ’QJ) (1,2,0,3,5), C]‘[(’U4,671) = (0,3,1,2,7).

Diperoleh kode warna yang berbeda pada setiap titik di Lo 6,1 terhadap II. Jadi
haruslah xr,(L4,6,1) < 5.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa xr(L46,1) > 5. Andaikan titik-titik pada
graf L4 ¢ 1 diberikan 4-pewarnaan, maka akan terdapat dua titik yang memiliki kode
warna yang sama. Sebagai contoh, pada Gambar 8 diperoleh cr(v1,5) = cr(va,4) =
(1,1,0,2), maka haruslah graf L,s; mempunyai 5-pewarnaan titik. Akibatnya
Xr(Lag,1) > 5.

V2,1,1 U2,2,1 V2,31 V24,1 V2,5,1 V2,6,1 V4,1,1 V4,21 V4,3,1 V4,4,1V4,51 V46,1

V31,1 U3,2,1 U3,3,1V3,4,1 V3,5,17V3,6,1

Gambar 8. 4-pewarnaan pada graf L4 6,1

4. Kesimpulan

Graf lobster L,, ,,,  adalah graf yang apabila dihapus semua titik berderajat satu
menghasilkan graf caterpillar. Pada penelitian ini diperoleh bilangan kromatik lokasi
graf lobster Ly, ,, ; untuk k =1, dengan m = 6 dan n = 2, 3,4, yaitu:

XL (Ln,1) =5 untuk n = 2,3,4.
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