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Abstrak. Salah satu kajian dalam sistem kontrol linier adalah mengenai kestabilan

sistem tersebut. Sistem ẋ = Ax + Bu adalah stabil jika bagian riil dari semua nilai
eigen matriks A adalah negatif. Sebaliknya, jika ada bagian riil matriks A yang non
negatif maka sistem ẋ = Ax + Bu adalah tidak stabil. Dalam penelitian ini dikaji

tentang proses stabilisasi sistem kontrol linier dengan penempatan nilai eigen. Sistem
ẋ = Ax + Bu yang tidak stabil dikatakan dapat distabilkan jika terdapat kontrol u =
−Fx sedemikian sehinggga sistem loop tertutup ẋ = (A − BF )x adalah stabil, artinya

matriks F dipilih sedemikian sehingga bagian riil dari semua nilai eigen matriks A −
BF adalah negatif. Dengan teorema yang diberikan, diperoleh syarat yang menjamin
eksistensi matriks feedback F sedemikian sehingga sistem ẋ = (A−BF )x adalah stabil,

tetapi nilai eigen dari matriks A − BF dapat diatur sesuai keinginan. Suatu contoh
diberikan untuk mengilustrasikan proses stabilisasi ini.

Kata Kunci : Penempatan nilai eigen, kestabilan sistem linier

1. Pendahuluan

Diberikan sistem kontrol linier sebagai berikut:

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0, (1.1)

di mana x = x(t) ∈ Rn menyatakan vektor keadaan (state), u = u(t) ∈ Rm meny-

atakan vektor kontrol (input), A ∈ Rn×n menyatakan matriks konstan berukuran

n× n, B ∈ Rn×m menyatakan matriks konstan berukuran n×m dan t ≥ 0 meny-

atakan waktu. Jika matriks A dan B bergantung terhadap waktu, maka sistem

(1.1) disebut sistem kontrol linier varying waktu. Sebaliknya, jika matriks A dan B

tidak bergantung terhadap waktu, maka sistem (1.1) disebut sistem kontrol linier

invariant waktu.

Salah satu kajian dalam sistem kontrol adalah mengenai kestabilan sistem terse-

but. Sistem (1.1) dikatakan stabil jika t → ∞ mengakibatkan x(t) → 0. Selain itu

kriteria untuk menentukan kestabilan sistem (1.1) adalah kriteria nilai eigen. Sistem

(1.1) adalah stabil jika bagian riil dari semua nilai eigen matriks A adalah negatif.

Sebaliknya jika ada bagian rill matriks A yang non negatif maka sistem (1.1) adalah

tidak stabil [5]. Tidak semua sistem kontrol linier bersifat stabil, akan tetapi sistem

yang tidak stabil ini masih memungkinkan untuk distabilkan.
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Sistem (1.1) yang tidak stabil dikatakan dapat distabilkan jika terdapat kontrol

u = −Fx untuk suatu F ∈ Rm×n sedemikian sehingga sistem loop tertutup ẋ =

(A−BF ) x adalah stabil, artinya matriks F dipilih sedemikian sehingga bagian riil

dari semua nilai eigen matriks A − BF adalah negatif. Matriks F disebut matriks

feedback dan vektor u dikatakan kontrol yang menstabilkan sistem (1.1).

Persoalan menjadi menarik jika nilai eigen dari matriks A − BF dapat diatur

sesuai keinginan. Berdasarkan uraian diatas, maka dalam penelitian ini akan dikaji

bagaimana syarat yang menjamin eksistensi matriks F sedemikian sehingga sistem

ẋ = (A−BF )x adalah stabil, tetapi nilai eigen dari matriks A−BF dapat diatur

sesuai keinginan. Permasalahan seperti ini disebut sebagai masalah penempatan

nilai eigen.

2. Stabilisasi Sistem Kontrol Linier dengan Penempatan Nilai

Eigen

Perhatikan kembali sistem kontrol linier (1.1) dan asumsikan bahwa sistem tersebut

terkontrol keadaan lengkap dan terdapat suatu kontrol u = −Fx untuk suatu

F ∈ Rm×n sedemikian sehingga sistem loop tertutup

ẋ = (A−BF )x (2.1)

adalah stabil.

Misalkan λi, i = 1, 2, · · · , n adalah nilai eigen yang diinginkan dari matriks A−
BF . Selanjutnya akan dipelajari karakteristik dari matriks F sedemikian sehingga

λi, i = 1, 2, · · · , n merupakan nilai eigen dari matriks A − BF . Karena λi adalah

nilai eigen dari matriks A−BF , maka terdapat vektor eigen vi yang terkait dengan

nilai eigen λi sedemikian sehingga

(A−BF )vi = λivi, i = 1, 2, · · · , n. (2.2)

Misalkan qi = Fvi, maka (2.2) dapat ditulis menjadi

[
λiI −A B

] [vi

qi

]
= 0, i = 1, 2, · · · , n. (2.3)

Karena sistem (1.1) adalah terkontrol keadaan lengkap, maka berlaku

rank
[
λiI −A B

]
= n, ∀λi, i = 1, 2, · · · , n.

Hubungan (2.3) memperlihatkan vektor[
vi

qi

]
∈ ker

[
λiI −A B

]
,

oleh karena itu untuk menentukan F sedemikian sehingga λi, i = 1, 2, · · · , n
merupakan nilai eigen dari matriks A − BF , perlu ditentukan suatu basis un-

tuk ker
[
λiI −A B

]
, di mana dimensi dari basis tersebut adalah (n + m) −

rank
[
λiI −A B

]
= (n+m)− n = m.
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Misalkan

M i =


bi11 b

i
12 · · · bi1m

bi21 b
i
22 · · · bi2m

...
...

...

bin1 b
i
n2 · · · binm

 dan Di =


ci11 ci12 · · · ci1m
ci21 ci22 · · · ci2m
...

...
...

cim1 c
i
m2 · · · cimm

 , i = 1, 2, · · · , n.

adalah matriks-matriks sedemikian sehingga kolom-kolom dari matriks

Y i =

[
M i

Di

]
(2.4)

merupakan suatu basis untuk ker
[
λiI −A B

]
. Akibatnya

[
λiI −A B

] [M i

Di

]
= 0, i = 1, 2, · · · , n. (2.5)

Karena

[
vi

qi

]
∈ ker

[
λiI −A B

]
,, maka terdapat vektor tak nol

ri =
[
ri1 ri2 · · · rim

]T
, i = 1, 2, · · · , n

sedemikian sehingga

[
vi

qi

]
= ri1



bi11
bi21
...

bin1
ci11
ci21
...

cim1


+ ri2



bi12
bi22
...

bin2
ci12
ci22
...

cim2


+ · · ·+ rim



bi1m
bi2m
...

binm
ci1m
ci2m
...

cimm



=



bi11 bi12 · · · bi1m
bi21 bi22 · · · bi2m
...

...
...

bin1 bin2 · · · binm
ci11 ci12 · · · ci1m
ci21 ci22 · · · ci2m
...

...
...

bim1 b
i
m2 · · · bimm




ri1
ri2
...

rim



=

[
M i

Di

]
ri. (2.6)

Dari (2.6) diperoleh hubungan berikut

vi =M iri, i = 1, 2, · · · , n, (2.7)

qi = Diri, i = 1, 2, · · · , n. (2.8)
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Dengan mensubstitusikan qi = Fvi ke (2.8), maka diperoleh

Fvi = Diri i = 1, 2, · · · , n, (2.9)

dan dengan menggunakan (2.7), diperoleh

FM iri = Diri, i = 1, 2, · · · , n. (2.10)

Jadi, jika sistem (1.1) terkontrol keadaan lengkap dan matriks F dipilih sedemikian

sehingga F memenuhi (2.10) maka λi, i = 1, 2, · · · , n merupakan nilai eigen dari

matriks A − BF . Dengan demikian nilai-nilai eigen A − BF dapat diatur sesuai

keinginan dengan memilih matriks feedback F yang memenuhi (2.10).

Teorema 2.1. [2] Misalkan sistem (1.1) adalah terkontrol keadaan lengkap. (λi,vi)

adalah suatu pasangan nilai eigen dan vektor eigen dari A − BF jika dan hanya

jika F memenuhi (2.10) untuk suatu vektor tak nol ri sedemikian sehingga

vi =M iri dan qi = Diri,

di mana kolom-kolom dari matriks

[
M i

Di

]
merupakan suatu basis untuk

ker
[
λiI −A B

]
.

Bukti. (⇒) Telah dibuktikan.

(⇐) Dengan mengalikan λiI − (A−BF ) dengan M iri, diperoleh[
λiI − (A−BF )

]
M iri =

[
λiI −A

]
M iri +BFM iri

=
[
λiI −A

]
M iri +BDiri

=
[
λiI −A B

] [M i

Di

]
ri.

Dengan menggunakan (2.5) , diperoleh[
λiI − (A−BF )

]
vi = 0. (2.11)

Persamaan (2.11) menunjukkan bahwa λi, i = 1, 2, · · · , n merupakan nilai eigen dari

matriks A−BF dan vi adalah vektor eigen yang terkait dengan nilai eigen λi.

Jika hubungan (2.10) dituliskan untuk nilai-nilai eigen λi, i = 1, 2, · · · , n yang

diinginkan, di mana ri dipilih sedemikian sehingga vektor-vektor eigen vi = M iri
yang berkaitan dengan nilai-nilai eigen λi adalah bebas linier, maka

FV = Q, (2.12)

di mana

V =
[
M ir1 · · · Mnrn

]
=
[
v1 · · · vn

]
(2.13)

dan

Q =
[
Dir1 · · · Dnrn

]
=
[
q1 · · · qn

]
. (2.14)
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Jika λi berbeda, di mana i = 1, 2, · · · , n, selalu mungkin untuk memilih ri sesuai

keinginan sedemikian sehingga V adalah full rank. Selanjutnya, matriks feedback F

dapat ditentukan oleh persamaan

F = QV −1. (2.15)

Contoh berikut mengilustrasikan proses stabilisasi sistem kontrol linier dengan

penempatan nilai eigen. Diberikan suatu sistem sebagai berikut

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (2.16)

dengan

A =

−1 0 1

−2 2 −2
−1 0 3

 dan B =

 1 0

0 2

−1 1

 .
Dengan menggunakan program MATLAB, diperoleh

rank
[
B AB A2B

]
= 3.

Karena matriks keterkontrolan adalah full rank maka sistem (2.16) terkontrol

keadaan lengkap. Misalkan nilai-nilai eigen yang diinginkan adalah λ1 = −1, λ2
= −1 + j, dan λ3 = −1− j, maka

[
λ1I −A B

]
=

 0 0 −1 1 0

2 −3 2 0 2

1 0 −4 −1 1


[
λ2I −A B

]
=

 j 0 −1 1 0

2 −3 + j 2 0 2

1 0 −4 + j −1 1


[
λ3I −A B

]
=

−j 0 −1 1 0

2 −3− j 2 0 2

1 0 −4− j −1 1


Karena rank

[
λiI −A B

]
= 3, di mana i = 1, 2, 3, maka diperoleh

Y 1 =


0.7944 −0.2718
0.5669 0.4507

0.1417 0.1127

0.1417 0.1127

−0.0857 0.8352

 ,
sehingga

M1 =

0.7944 −0.27180.5669 0.4507

0.1417 0.1127


dan

D1 =

[
0.1417 0.1127

−0.0857 0.8352

]
.
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Y 2 =


0.3555 + 0.5814i −0.1404− 0.0885i

.0730 + 0.4226i 0.5166 + 0.0945i

−0.0680 + 0.1475i 0.1546− 0.0170i

0.5134− 0.2080i 0.0661 + 0.1233i

0.0333− 0.1314i 0.8079− 0.0110i

 ,

sehingga

M2 =

 0.3555 + 0.5814i −0.1404− 0.0885i

0.0730 + 0.4226i 0.5166 + 0.0945i

−0.0680 + 0.1475i 0.1546− 0.0170i


dan

D2 =

[
0.5134− 0.2080i 0.0661 + 0.1233i

0.0333− 0.1314i 0.8079− 0.0110i

]
.

Selain itu,

Y 3 =


0.3555− 0.5814i −0.1404 + 0.0885i

0.0730− 0.4226i 0.5166− 0.0945i

−0.0680− 0.1475i 0.1546 + 0.0170i

0.5134 + 0.2080i 0.0661− 0.1233i

0.0333 + 0.1314i 0.8079 + 0.0110i

 ,

sehingga

M3 =

 0.3555− 0.5814i −0.1404 + 0.0885i

0.0730− 0.4226i 0.5166− 0.0945i

−0.0680− 0.1475i 0.1546 + 0.0170i


dan

D3 =

[
0.5134 + 0.2080i 0.0661− 0.1233i

0.0333 + 0.1314i 0.8079 + 0.0110i

]
.

Pilih r1 =

[
1

0

]
, r2 =

[
1

1

]
, r3 =

[
1

1

]
, maka diperoleh

v1 = M1r1

=

 0.3555 + 0.5814i −0.1404− 0.0885i

0.0730 + 0.4226i 0.5166 + 0.0945i

−0.0680 + 0.1475i 0.1546− 0.0170i

[ 1
0

]

=

0.79440.5669

0.1417

 .
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v2 = M2r2

=

 0.3555 + 0.5814i −0.1404− 0.0885i

0.0730 + 0.4226i 0.5166 + 0.0945i

−0.0680 + 0.1475i 0.1546− 0.0170i

[1
1

]

=

0.2151 + 0.4929i

0.5896 + 0.5171i

0.0866 + 0.1305i

 .
v3 = M3r3

=

 0.3555− 0.5814i −0.1404 + 0.0885i

0.0730− 0.4226i 0.5166− 0.0945i

−0.0680− 0.1475i 0.1546 + 0.0170i

[1
1

]

=

0.2151− 0.4929i

0.5896− 0.5171i

0.0866− 0.1305i

 .
Selanjutnya substitusikan v1, v2, dan v3 ke (2.13), diperoleh

V =

0.7944 0.2151 + 0.4929i 0.2151− 0.4929i

0.5669 0.5896 + 0.5171i 0.5896− 0.5171i

0.1417 0.0866 + 0.1305i 0.0866− 0.1305i

 .
Dengan menggunakan (2.8), diperoleh

q1 =

[
0.1417 0.1127

−0.0857 0.8352

] [
1

0

]
=

[
0.1417

−0.0857

]
,

q2 =

[
0.5134− 0.2080i 0.0661 + 0.1233i

0.0333− 0.1314i 0.8079− 0.0110i

] [
1

1

]
=

[
0.5795− 0.0847i

0.8412− 0.1424i

]
.

dan

q3 =

[
0.5134 + 0.2080i 0.0661− 0.1233i

0.0333 + 0.1314i 0.8079 + 0.0110i

] [
1

1

]
=

[
0.5795 + 0.0847i

0.8412 + 0.1424i

]
.

Selanjutnya substitusikan q1, q2, dan q3 ke (2.14), diperoleh

Q =

[
0.1417 0.5795− 0.0847i 0.5795 + 0.0847i

−0.0857 0.8412− 0.1424i 0.8412 + 0.1424i

]
.

Karena rank(V ) = 3 dan matriks

V −1 =

 3.8217 + 0.0000i 1.7366 + 0.0000i −21.3161− 0.0000i

−0.0420 + 2.0470i 2.0097 + 2.2765i −7.8046− 20.5833i

−0.0420− 2.0470i 2.0097− 2.2765i −7.8046 + 20.5833i

 ,
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maka diperoleh matriks feedback F yang menstabilkan sistem (2.16), yaitu

F =

[
0.8396 2.9610 −15.5528
0.1848 3.8806 −17.1658

]
.

3. Kesimpulan

Diberikan sistem kontrol linier invariant waktu dalam bentuk

ẋ = Ax+Bu.

Sistem kontrol linier invariant waktu yang tidak stabil dikatakan dapat distabilkan

jika terdapat kontrol u = −Fx untuk suatu F ∈ Rm×n sedemikian sehingga sistem

loop tertutup ẋ = (A − BF )x adalah stabil, artinya matriks F dipilih sedemikian

sehingga bagian riil dari semua nilai eigen matriks A−BF adalah negatif.

Proses stabilisasi dengan penempatan nilai eigen sesuai keinginan dapat di-

lakukan jika sistem kontrol linier invariant waktu adalah terkontrol keadaan lengkap

dan matriks feedback F memenuhi

FM iri = Diri, i = 1, 2, · · · , n.
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