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Abstrak. Aljabar max-plus adalah suatu struktur aljabar yang dilengkapi dengan
operasi maksimum dan penjumlahan. Di antara beberapa masalah pada aljabar max-
plus adalah masalah penentuan nilai eigen dan vektor eigen matriks atas aljabar max-
plus. Nilai eigen dan vektor eigen dapat diterapkan dalam keperiodikan sistem antrian.
Dalam tulisan ini akan dibahas masalah penentuan nilai eigen dan vektor eigen, serta
aplikasinya pada keperiodikan sistem antrian. Nilai eigen dicari berdasarkan bobot rata-
rata maksimum sirkuit elementer dalam graf yang terkait dengan matriks atas aljabar
max-plus. Nilai eigen ini akan digunakan untuk menentukan vektor eigen berdasarkan
matriks B* dan titik penyusun sirkuit kritis dari graf yang bersesuaian dengan matriks
atas aljabar max-plus. Suatu sistem antrian periodik dengan perioda sebesar nilai eigen,
maka saat keberangkatan awal pelanggan haruslah vektor eigen yang bersesuaian dengan
nilai eigen.

Kata Kunci: Aljabar max-plus, Nilai eigen, Vektor eigen, Lintasan, Sirkuit, Sistem an-
trian

1. Pendahuluan

Aljabar linier dan aljabar abstrak merupakan bidang kajian dalam ilmu aljabar. Al-
jabar linier mempelajari beberapa hal, diantaranya vektor dan fungsi linier, sedan-
gkan pada aljabar abstrak dipelajari tentang grup, ring, lapangan, modul dan lain-
nya. Aljabar abstrak juga mempelajari semigrup, semiring dan semilapangan. Salah
satu contoh dari semilapangan adalah aljabar max-plus. Aljabar max-plus meru-
pakan himpunan RU {e} dengan ¢ = —co, dinotasikan R, dilengkapi operasi mak-
simum @ dan operasi penjumlahan ®. Aljabar max-plus dengan pasangan operasi
(R, ®, ®) didefinisikan dengan a ® b = max(a,b) dan a ® b = a + b untuk setiap
a,b € RU{e} yang selanjutnya ditulis dengan R, ax.

Salah satu masalah pada aljabar max-plus adalah masalah nilai dan vektor eigen
matriks atas aljabar max-plus. Salah satu aplikasi nilai dan vektor eigen atas aljabar
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max-plus adalah pada keperiodikan sistem antrian. Satu siklus layanan jaringan an-
trian adalah proses dari masuknya pelanggan ke pelayan awal sampai meninggalkan
pelayan akhir. Jika waktu pelayanan ke-k lebih besar dari waktu pelayanan ke-
(k—1), maka akan terjadi stuck pada pelayanan ke-k. Keperiodikan sistem antrian
ini telah dibahas sebelumnya oleh Krivulin [5].

Dalam artikel ini akan dikaji masalah penentuan nilai eigen dan vektor eigen
dari matriks atas aljabar max-plus serta penerapan nilai eigen dan vektor eigen
dalam keperiodikan sistem antrian.

2. Landasan Teori
2.1. Semi-Lapangan Aljabar Max-Plus

Aljabar max-plus merupakan himpunan R U {¢} dengan ¢ = —o0, dinotasikan R.,
dilengkapi operasi maksimum (@) dan operasi penjumlahan biasa pada bilangan
riil (®). Operasi ® dan ® pada R, dijelaskan pada Definisi 2.1.

Definisi 2.1. [?] Diberikan himpunan tak kosong R, = RU {e}, dimana R adalah
bilangan riil, e = —oo, dan didefinisikan dua operasi biner:

(1) operasi @, dimana untuk setiap a,b € R., berlaku:
a ® b = max(a,b),
(2) operasi ®, dimana untuk setiap a,b € R., berlaku:
a®b=a+b.

Definisi 2.2. [3] Suatu grup yang ditulis (G,*), dimana G adalah suatu himpunan
tak kosong dan * adalah operasi biner pada G memenuhi aturan berikut.

(1) (a*b)xc = a=x(bxc) untuk setiap unsur a,b,c € G (G dikatakan asosiatif
terhadap operasi x),

(2) terdapat suatu unsur e di G yang memenuhi a x e = e x a = a untuk semua
unsur a di G (e disebut identitas dari G), dan

(3) untuk setiap a € G, terdapat unsur a=* di G yang memenuhi axa™' = a"lxa =
e (a=t disebut invers dari a).

Definisi 2.3. [1] Suatu semiring (S,e,*), adalah suatu himpunan takkosong S,
yang disertai dengan dua operasi biner e dan x, dan memenuhi aturan berikut.

(1) operasi o bersifat asosiatif dan komutatif dengan elemen netral 0 (identitas
terhadap ), yaitu untuk setiap a,b,c € S dan 0 € S berlaku:
(a) (aeb)ec=aqae(bec),
(b) aeb=bea,
(c) Oea=ae0=a.
(2) operasi x bersifat asosiatif dengan elemen satuan 1 (identitas terhadap * ), yaitu
untuk setiap a,b,c € S dan 1 € S berlaku:

(a) (axb)xc=ax(bxc),
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(b)) ax1=1xa=a.

(8) operasi x bersifat distributif terhadap operasi e, yaitu untuk setiap a,b,c € S
berlaku:
(a) (aeb)xc=(axc)e(bxc),
(b) ax(bec)=(axb)e(axc).

(4) sifat penyerapan elemen netral 0 terhadap operasi *, yaitu untuk setiap a € S
dan suatu 0 € S memenuhi ax 0= 0xa = 0.

Definisi 2.4. [7] Suatu semiring (S, e, x) dikatakan semilapangan bila setiap elemen
x di S — {0} mempunyai invers terhadap operasi x, yaitu untuk setiap x € S — {0}

terdapat = € S — {0} sehingga v xx ' =l xx = 1.

Definisi 2.5. [1] Suatu semilapangan (S, e, *) adalah komutatif jika operasi * bersi-
fat komutatif, yaitu untuk setiap a,b € S memenuhi a b= b x*a.

Definisi 2.6. [1] Suatu semilapangan S dikatakan idempoten jika operasi e bersifat
idempoten, yaitu untuk setiap a € S berlaku a e a = a.

2.2. Matriks pada Aljabar Max-Plus

Definisi 2.7. [4] Sebuah matriks didefinisikan menjadi suatu susunan nilai berben-
tuk persegi yang disusun dalam bentuk baris dan kolom. Suatu matriks ditulis sebagai
berikut.

air G2 -+ Qin
Ga21 a2 -+ G21
Aml Am2 **° Amn

Didefinisikan matriks R}' <7 sebagai matriks berukuran n x m dengan operasi ¢
dan ®. Beberapa operasi terkait matriks pada aljabar max-plus adalah penjumlahan

dan perkalian dengan definisi sebagai berikut.

Definisi 2.8. [6] Penjumlahan matriks A, B € R ™, didefinisikan dengan:

max ’

[A (&) BL] = aij D bij = max(aij, b”)

Definisi 2.9. [6] Perkalian matriks A € R dengan skalar oo € Ry didefinisi-
kan oleh

[Oé@A]Z‘j =a® a;;.
Definisi 2.10. [6] Perkalian matriks A € R"XL dengan matriks B € R\X™ didefi-

max max
nisikan dengan:
l

[A® Bl = @ aij @ bjg.
j=1

Definisi 2.11. [2] Diberikan A € RS, matriks € adalah matriks dengan semua

max 7’

elemennya sama dengan € (identitas terhadap @), dan matriks E adalah matriks
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dengan elemen ke n = m bernilai 0 (identitas terhadap ®) dan elemen ke n # m
bernilai €. Dinotasikan operasi:

(1) A€ =E @ A=A,
(2) AR E =E® A=E,
(3) EQ A=A®F = A,

g--- € 0 €
dengan E= |1 *. 1| dan E =

€+ € € 0

Definisi 2.12. [7] Semimodul M atas semilapangan Ry,ax dengan operasi perkalian
skalar * : Ryax * M — M sebagai (a,z) — a * x adalah himpunan yang memenuhi
aksioma berikut.

Va,b € Ryax, VX, y € M, berlaku:

(1) semimodul M dengan operasi internal e bersifat assosiatif dan komutatif, yaitu

(i) (aeb)ec=a-+ (bec), dan
(ii) aeb=bea

(2) ax(zey)=a*xzeaxy,
(8) (aeb)xx=a*xzebxux,
(4) ax(bxxz) = (a*xb)*x,
(5) 1%z ==z,

(6) 0%z =0,

untuk semua a,b € Ry dan semua z,y € M.

2.3. Terminologi dalam Graf

Suatu graf G = (V(G), E(G)) adalah pasangan terurut dari V(G), yaitu himpunan
titik (vertex) di G yang tak kosong, dan F(G), yaitu himpunan sisi (edge) pada
graf G [2]. Suatu graf berarah adalah pasangan terurut (V, A) dengan V adalah
suatu himpunan titik dan A adalah suatu jalan atau busur. Suatu graf G dikatakan
terhubung jika terdapat lintasan yang menghubungkan setiap dua titik di graf G.
Graf G = (V, A) dikatakan terhubung kuat jika untuk setiap i,j € V, terdapat
suatu lintasan dari ¢ ke j, di mana ¢ # j. Setiap sisi (j,7) € E pada G mempunyai
nilai riil yang disebut bobot, selanjutnya dinotasikan dengan w(j,7) atau w(e).
Graf G dengan setiap sisinya memiliki bobot disebut graf berbobot. Graf berarah
berbobot dinotasikan G(V, A), dimana setiap sisi (j,4) € A memiliki bobot. Bobot
suatu lintasan p = (i1, 2), (i2,13),- - , ({11, %) merupakan jumlah dari bobot busur
atau sisi penyusun lintasan tersebut. Bobot dari suatu lintasan p dinotasikan dengan
IPlw = (Asyig_y) + -+ Aiy iy +Aiy 1). Bobot rata-rata dari lintasan p adalah bobot
dari |pl,, dibagi dengan panjang lintasan [p|;.

Definisi 2.13. [6] Diberikan A € RXY dengan semua sirkuit dalam G(A) berbobot

max
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tak positif, maka:

A*=F®pA® A®? ¢ ...,
AT = A® A*.

2.4. Representasi Graf pada Aljabar Max-Plus

Setiap matriks A € R?X" bersesuaian dengan dengan suatu graf berarah berbobot

max

seperti yang diberikan pada definisi berikut.

Definisi 2.14. [6] Diberikan A € R™*™. Graf berbobot dari A adalah graf berarah
berbobot G(A) = (V, A) dengan V = {1,2,--- ,n} dan A = {(j,9)|w(i,j) = Ai; #
e}

Graf berarah yang berbobot juga dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks
atas aljabar max-plus, yaitu:

Ak {e jika (j,i) ¢ A

Definisi 2.15. [6] Suatu matriks A € R2X" dikatakan irredusibel jika graf berbobot

max
yang bersesuaian dengan A terhubung kuat.

3. Aljabar Max-Plus dan Sistem Antrian

Pada Definisi 3.1 diberikan definisi nilai eigen dan vektor eigen.

Definisi 3.1. [6] Diberikan A € R, Skalar A € Rpax disebut nilai eigen maz-
plus matriks A jika terdapat suatu vektor v € R dengan v,x1 # €, sehingga
ARv=A®uv. Vektor v disebut vektor eigen maz-plus matriks A yang bersesuaian

dengan \.

n
max

Berdasarkan Definisi 3.1, nilai eigen dan vektor eigen pada aljabar max-plus
dijamin ada, berdasarkan teorema berikut.

Teorema 3.2. [6] Misalkan diberikan matriks A € R Y. Skalar Amax(A), adalah

max

bobot rata-rata maksimum sirkuit elementer dalam G(A), merupakan suatu nilai
eigen max-plus dari matriks A.
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Bukti. Didefinisikan matriks B = —Apax(A) ® A. Maka

(%trace(B(@k)),

EB:

/\max (B) =

>
Sl
—

(ptrace((—Amax(4) © 4)74)),

=~
Il
—

(ltrace((—)\maX(A))@k ® A®k))7

I
x>
-
3
Pl

((_)‘maX(A))@)k) ® trace(A‘X’k)),

I
b=
=
El e

=
Il
-

(= Amax(A4)) ® Amax(4))),

D-

sl
—

Il
=
Il
—_
—~
(e
=
I
(e}

Akibatnya G(B) tidak memiliki sirkuit dengan bobot positif. Menurut Definisi 2.13,
dapat diperoleh:

B*=FE®B.---®B" !, dan
Bt =B®B%g...¢ B".

Oleh karena Apax(B) = 0, maka terdapat k € N, k < n dan suatu s € {1,2,--- ,n},
sehingga (B®*),, = 0. Akibatnya komponen ke-s dari B, (kolom ke-s matriks
B71) adalah (B®*),, = 0, yang berarti bahwa B, # ¢,1. Menurut Definisi 2.13,
Bt = B® B* dan B* = E @ B™. Diketahui bahwa (Ess) = 0, maka BT, = B*.
Akibatnya BT, = B® B* = B*, atau (—Amax(A) ® A) ® B, = B*, atau A® B*, =
Amax(A4) ® B¥. Jadi Apax(A) merupakan suatu nilai eigen aljabar max-plus matriks
A yang bersesuaian dengan Apa.x(A) dan B* merupakan vektor eigen max-plus

matriks A yang bersesuaian dengan Apax(4). O
2314
N . 1423 . . .
Contoh 3.3. Diberikan matriks A = 41392 Akan ditentukan nilai eigen dari
3241
matriks A.

Jawab. Diperoleh bahwa trace(4) =2® 4 ® 3 @ 1 = 4. Kemudian,

2314 2314 7786
qer_ [1423] 1423 16877
T 4132 4132|7768

3241 3241 8677
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dan trace(A®?) =7® 8 ® 6 & 7 = 8. Selanjutnya,

7786 2314 12111111
A®3 _ 6877 ® 1423 _ 11121111

7768 4132 11111211 |°

8677 3241 11111112

dan trace(A®3) = 12@ 12 ® 12 @ 12 = 12. Selanjutnya,

12111111 2314 15151516
AR _ 11121111 ® 1423 _ 1516 15 15

11111211 4132 16151515 |’

11111112 3241 151516 15

dan trace(A®*) = 15® 16 & 15 & 15 = 16.
Berdasarkan Teorema 3.2, nilai eigen dan vektor eigen dari A adalah:
4

Amax(4) = (- trace(A%+))

k=1

= (1) trace(L) ® (%) trace(A®?) @ (%) trace(A®®) @ (i) trace(A®*)

1 1 1
= (1) 4@(5) 8@(§) 12@(1) 16
=4040404
=4.

Jadi, diperoleh nilai eigen dari matriks A sebesar 4.

4. Aplikasi pada Sistem Antrian

Misalkan a;(k) adalah waktu kedatangan pelanggan ke-k, dan d;(k) adalah waktu
keberangkatan pelanggan ke-k untuk antrian ke 7. Dapat dituliskan dengan notasi
vektor matriks sebagai berikut.

ay (k) dik T1y €
ak)=| + |,dk)=1| : |, danT(k)= g
an (k) d,, (k) € Tk
Dapat dituliskan,
d(k) = A®d(k-1),

t1 ¢ -+ € 11
t2 t2 e g 3

A=T, @ (FOE)=|¢

. 'tn—l 3
€ - € tyn t,

Berikut diberikan algoritma untuk menentukan keperiodikan dari sistem antrian.

(1) menentukan matriks A yang bersesuaian dengan sistem antrian;
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(2) menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A;

(3) menentukan matriks B*;

(4) menentukan d(0), yaitu vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen ma-
triks A;

(5) melakukan perhitungan nilai d;(k), untuk ¢ = 1,2,3,4,5 dan k =0,1,2,---

(6) menuliskan kembali tabel keberangkatan awal pelanggan, sehingga meng-
hasilkan tabel perhitungan saat keberangkatan awal pelanggan yang periodik.

Contoh 4.1. Misalkan waktu layanan pada layanan ke-: = 1,2, 3,4, 5,6 berturut-
turut adalah t; = 3,t0 = 2, t3 = 5, t4 = 4, t5 = 9, tg = 5. Akan ditentukan
keperiodikan dari sistem antrian.

Jawab. Notasikan matriks A sebagai berikut.

[3ecee3]
22eccce¢
ebbeee
ceddee
ee€e99e

_555555_

Misalkan saat keberangkatan awal pelanggan d(0) = [0,0,---,0]7, maka saat ke-
berangkatan untuk £ =1,2,3,--- adalah:

[di(1)] [3ececee3] 0 3
da(1) 22¢c¢€e¢ 0 2
ds(1) ebbeee 0 5
= ® = ,
dy(1) ceddec 0 4
ds(1) cee99¢ 0 9
| ds(1) | |l ceeebb| 1 0] | 9 ]
[di(2)] [3eecece3] [3] [8]
da(2) 22¢ccce¢ 2 5
ds(2) ebbeece 5 10
dy2) | T lecadee|Dlal T o |
ds(2) ceee99e¢ 9 18
| d6(2) | ceeebb| |5 | 14 |
[di(3)] [3ececee3] [8] [17]
da(3) 22¢cccc¢ 5 10
d3(3)| |ebbece ® 100 |15
dy(3) ceddec 9 14 (”’
d5(3) eee99e 18 27
| d6(3) | |l ceeebb| | 14 | | 23 ]
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dy(15) [3ceceed] 116 125
do(15) 22¢ccece 109 118
d3(15) |  |ebbece ® 105 [114
d4(15) ceddee 100 109 |’
ds(15) cee99e¢ 126 135
| d6(15) | lceeebb] | 122 | | 131 |
[di(16)| [3eeee3] [125] [134]
d2(16) 22¢cc¢c¢ 118 127
d3(16) |  |ebbece ® 114 | | 123
d4(16) ceddee 109 118
ds(16) €ee99¢ 135 144
| d(16) | |cceebb] 131 140

Saat keberangkatan pelanggan d(k) sampai k = 16 diberikan pada Tabel 1.

Tabel 1. Perhitungan Saat Keberangkatan Pelanggan

|

[ d2 [ ds [ du [ ds | ds |
0o JoJoJ]o]o
2 |5 | 4] 9 |5
5 |10 9 |18 14
10 | 15 | 14 | 27 | 23
19 | 20 | 19 | 36 | 32
28 | 25 | 24 | 45 | 41
37 | 33 | 29 | 54 | 50
46 | 42 | 37 | 63 | 59
55 | 51 | 46 | 72 | 68
64 | 60 | 55 | 81 | 72

S
iy

o

w

oo

—
EN|

w
(@3

o
=

ot
w

D
[N

OO N U WO
[\~
[«

EN |
—

10| 8 | 73 | 69 | 64 | 90 | 86
11 8 | 82 | 78 | 73 | 99 | 95
121 98 | 91 | 87 | 82 | 108 | 104
13 | 107 | 100 | 96 | 91 | 117 | 113
14 | 116 | 109 | 105 | 100 | 126 | 122
15 | 125 | 118 | 114 | 109 | 135 | 131
16 | 134 | 127 | 123 | 118 | 144 | 140

Dari Tabel 1, saat keberangkatan pelanggan d;(k) tidak periodik seluruhnya,
karena periode dari d;(0) ke d; (1) sebesar 3, periode dari dq(1) ke d;(2) sebesar 5,
sedangkan periode dari d;(2) ke d;(3) sebesar 9. Jadi, secara keseluruhan tidak peri-
odik pada d;. Selanjutnya akan dilakukan upaya agar saat keberangkatan pelanggan
periodik.

Saat keberangkatan pelanggan d(k) dikatakan periodik dengan periode A apabila

d(k) =A@ d(k — 1).
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Karena d(k) = A®d(k — 1), agar d(k) periodik terhadap periode A, maka haruslah

terpenuhi:

d(k) = A®dk—1)=A®dk—1).

Hal ini berarti A merupakan suatu nilai eigen dari matriks A, dan d(k—1) merupakan
vektor eigen yang bersesuaian dengan A. Karena hal ini berlaku untuk &k = 1,2,-- -,
maka saat keberangkatan awal pelanggan haruslah merupakan vektor eigen yang

bersesuaian dengan .

Selanjutnya akan ditentukan nilai eigen dan vektor eigen dari A. Dengan meng-
gunakan langkah seperti pada Contoh 3.3, diperoleh nilai eigen dari matriks A

adalah A =9.
Kemudian, dihitung:

B=-XA4) ® A=-9 ® =

B®2:

B®3:

B®°=

3eeeed —6 ¢ € ¢
22¢c¢€e¢ —7—7 ¢ ¢
ebbece e —4—-4 ¢
ceddce e & —5-b
cee99e e ¢ ¢ 0
ceecebbd E € € ¢
—-12 ¢ e e —-10-10
—13-14 ¢ ¢ e —13
—11 -8 =8 ¢ € €
e -9 —-9-10 ¢ e :
€ e =5 0 0 €
e e € —4 —4 -8
—18 ¢ e —10-10 —14
—19 —21 ¢ e —17 —-17
—15 —-12 —-12 ¢ e =17
—16 —13 —13 —15 ¢ € :
e -9 -5 0 0 €
€ e -9 —4 —4 —-12
[—24 ¢ —15 —10 —10 —187
—25 =28 ¢ —17 —17 =21

~19 -16 —16 ¢ —21 —21
20 —17 —17 —15 20 22
16 -9 =5 0 0 ¢
| ¢ —13 -9 -4 —4 16

[—30 —19 —15 —10 —10 —227
—31 =35 22 —17 —17 -25
—23 =20 —-20 —21 -21 —-25
—24 —21 —-21 -25 26 26
-16 -9 -5 0 0 -22

| 20 -13 -9 -4 —4 —20

[=JONONONO)
(L)

—4 -4
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B*=E® B® B® @ B® @ B* @ B¥,
[0 —19-15-10 —10 —6 |
-7 0 —22-17 —-17 —13
—11 =4 0 -21 -21-17
-16 =9 -5 0 —26 —22
-16 =9 =5 0 0 —22
| -20-13 =9 -4 —4 0

Berdasarkan Definisi 2.14, matriks A dapat direpresentasikan dalam bentuk graf
pada Gambar 1.

Gambar 1. Graf Berarah Berbobot

Karena sirkuit vs — vs adalah sirkuit kritis dalam G(A), maka kolom ke-5 dari
matriks B% merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 9, yaitu:
10T
—17
—21
—26

dengan

A®v = Apax(4) @ v,

[3ccee3] —10 —10 -1
22ccce —17 —-17 -8
ebbeee —21 —9 21| | -—12
cecddee © 26| © 26| | —-17
eee99e¢ 0 0 9
|cceedd| | —4 | —4 | | 5 |

Karena saat keberangkatan awal pelanggan d(0) adalah waktu, maka haruslah
tiap entri dari d(k) benilai positif. Akan dilakukan upaya agar tiap entri dari vektor
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eigen v bernilai positif dengan membentuk vektor v* = 8 ® v, dengan 5 = min(v;).
Selanjutnya diperoleh 8 = min(v;) = —26, untuk ¢ = 1,2,--- 5. Jadi, saat ke-
berangkatan tercepat pelanggan adalah:

167
9
5
0
26
22

Selanjutnya diperoleh saat keberangkatan pelanggan untuk k£ = 1,2,---,16
seperti tercantum dalam Tabel 2.

d0)=p®v=

Tabel 2. Perhitungan Saat Keberangkatan Pelanggan

(k[ [do [ ds | di [ ds | s |
0| 16 9 5 0 26 | 22
1] 25 18 | 14 9 35 | 31
2 | 34 | 27 | 23 | 18 | 44 | 40
3| 43 | 36 | 32 | 27 | 53 | 49
4 | 52 | 45 | 41 | 36 | 62 | 58
5| 61 | 54 | 50 | 45 | 71 | 67
6 | 70 | 63 | 59 | 54 | 80 | 76
T 79 | 72| 68 | 63 | 8 | 8
8 | 8 | 81 7| 72 | 98 | 94
9 | 97 | 90 | 8 | 81 | 107 | 103
10 | 106 | 99 | 95 | 90 | 116 | 112
11 | 115 | 108 | 104 | 99 | 125 | 121
12 | 124 | 117 | 113 | 108 | 134 | 130
13 | 133 | 126 | 122 | 117 | 143 | 139
14 | 142 | 135 | 131 | 126 | 152 | 148
15 | 151 | 144 | 140 | 135 | 161 | 157
16 | 160 | 153 | 149 | 144 | 170 | 166

Pada Tabel 2, periode keberangkatan telah periodik, dengan menetapkan per-
hitungan berdasarkan

n

Amax(4) = D (llgtrace(AQ@k)) ,

k=1
dan
dik) =A®dk—-1),
dimana A = T, ® (G @ E). Diperoleh saat keberangkatan awal d;(0) =
[0,16,9,5,0,26,22]7 yang periodik dengan perioda sebesar 9.
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5. Kesimpulan

Pada artikel ini telah diperoleh nilai eigen dan vektor eigen dari aljabar max-plus
serta aplikasinya pada sistem antrian. Nilai eigen pada aljabar max-plus dapat di-
tentukan dengan
(1
A A) = — trace(A®* > .
() = @) ( troee(4°"

Vektor eigen diperoleh dari kolom ke ¢ dari B*, di mana ¢ adalah titik penyusun
sirkuit kritis dari G(A) dan B* = E@® B ® B®? @ --- @ B®"!. Agar saat
keberangkatan pelanggan periodik sebesar Apax(A), maka haruslah waktu ke-
berangkatan awal pelanggan sama dengan vektor eigen yang bersesuaian dengan
)\max(A)'
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