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Abstrak. Dalam penelitian ini akan dikaji keterobservasian sistem deskriptor diskrit
linier yang regular bebas waktu dengan matriks E adalah singular. Kajian ini dimulai
dari mendekomposisi sistem sehingga dapat direduksi menjadi dua subsistem, yaitu slow
subsystem dan fast subsystem. Selanjutnya, untuk menguji keterobservasian sistem akan
digunakan kriteria keterobservasian yang menggunakan slow subsystem.

Kata Kunci: Sistem deskriptor diskrit linier, metode dekomposisi standar, keterobser-
vasian sistem

1. Pendahuluan

Diberikan suatu sistem deskriptor diskrit linier sebagai berikut:

Ex(t+1) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo,
y(t) = Ox(1), (L.1)

di mana x = x(t) € R™ menyatakan vektor keadaan (state), u = u(¢) € R™
menyatakan vektor input dan y = y(¢) € R? menyatakan vektor output. E, A €
R™*" B € R™*™ (' € RP*", dan t € Z; menyatakan waktu [5]. Jika matriks E
nonsingular, yaitu det(E) # 0, berarti E~! ada, maka sistem (1.1) dapat ditulis
menjadi

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t), (1.2)

di mana A = E~'A, B = E~!'B. Sistem (1.2) disebut juga sistem normal. Jika ma-
triks E singular, yaitu det(F) = 0, berarti E~! tidak ada, maka sistem (1.1) dapat
didekomposisi dengan menunjukkan adanya matriks nonsingular P, () sedemikian
sehingga sistem (1.1) dapat direduksi menjadi dua subsistem, yaitu

Xl(t + ].) = Alxl(t) + Blu(t),

v1(t) = Cix1(t), dan (1.3)
NXQ(t + 1) = Xg(t) + Bgu(t),
Yo = CQXQ(t), (14)
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di mana x; € R™, xo € R"2, A; € R™M*™ By € RM*™ By € R"2*™ (] € RP*™
Cy € RP*"2 ny = degdet(sE—A), n14+ny =n,y = y;+ys, dan N € R"2%"2 gdalah
matriks nilpotent dengan indeks nilpotensi h. Sistem (1.3) disebut slow subsystem
(S1) dan sistem (1.4) disebut fast subsystem (S2).

Dalam [2] dinyatakan bahwa sistem (1.1) dikatakan terobservasi, bila terdapat
suatu waktu t; > 0 sedemikian sehingga jika u(t) dan y(t) diberikan pada [0,%/],

Dalam berbagai permasalahan, penggunaan definisi ini untuk menentukan apakah
suatu sistem terobservasi atau tidak adalah sulit. Kriteria berikut dapat digunakan
untuk menentukan keterobservasian dari sistem normal [2]. Sistem normal (1.2)

SI_A) =n, Vs € C, dengan s

adalah terobservasi jika dan hanya jika rank ( c

berhingga.

2. Solusi Sistem Deskriptor Diskrit Linier

Sebelum menguji keterobservasian sistem deskriptor diskrit linier, terlebih dahulu
perlu dilakukan dekomposisi terhadap sistem, seperti yang diberikan dalam teorema
berikut.

Teorema 2.1. Sistem (1.1) adalah regular jika dan hanya jika terdapat matriks
nonsingular Q, P € R"*™ sedemikian sehingga

I,, O A O
QEP = < o N) dan QAP = <01 Im), (2.1)

di mana A; € R">*™ N € R"2X"2 ny + ny = n, dan matriks N adalah matriks

nilpotent dengan indeks nilpotensi h.
Bukti. (=) Misalkan sistem (1.1) regular. Maka det(sE — A) # 0 untuk suatu
s € R sehingga (sE — A)~! ada. Misalkan
E= (sE— A)"'E dan A= (sE—A)7'A.
Maka
A= (sE—A)"YsE+ A—sE),
= -T+s(sE—A)'E,
=sE—1.

Karena F singular, maka E juga singular. Akibatnya, terdapat matriks nonsingular
T € R™"*" sedemikian sehingga

. E, O
-1 o 1
T ET_<OE2>,

di mana E; € R™*™ adalah nonsingular dan Ey € R™*™2 adalah nilpotent.
Akibatnya, (Fas — I) adalah nonsingular. Perhatikan kesamaan berikut

(aE — A)=(a—s)E+ (sE — A), (2.2)
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untuk suatu «a € R. Kalikan kedua ruas (2.2) dengan (sE — A)~!, diperoleh

(sE—A)"YaFE - A) = (a—s)T EvONpa ) (2.3)
O E,
Dapat dilihat bahwa (2.3) ekivalen dengan
_ _ —s)E) + 1, 0]
71 . 1 o _ (= s)Eq n1 ) .
(sE—A)" (aE - AT ( 0 (sFs — I,) + aFp (2.4)

Selanjutnya, kalikan kedua ruas (2.4) dengan

Bt O
0] (SE2 — In?‘)il ’

diperoleh
(Eé_l (sEs _OIM)—l) T '(sE - A (aE - AT
_ (Ig p i)%) - (s[nl 5E;1 I(;) _ (2.5)
Tulis
Q= (Eg (sE» OIM)1> T YsE—A)~' dan P=T.

sehingga persamaan (2.5) dapat ditulis sebagai

I, O A1 O
E— AP = ! —
wor-ar=o(g )= (51,)
di mana N = (sEq — I,,,) "' Ey dan Ay = sl,,, — Efl. Jadi, terdapat @, P sehingga
berlaku (2.1).
(<) Misalkan terdapat matriks @, P € R sedemikian sehingga (2.1) berlaku.

Misalkan s ¢ o(A;). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan s € R. Maka
det(sl,, — A1) # 0. Karena

det(sN — I,,) = det (—(I,, — sN)), dengan s # 0,

s (1))

(—1)", (2.6)

maka
det(sE — A) = det(s Q" 'QEPP™' — Q 'QAPP™Y),
=det(Q™') det(s QEP — QAP) det(P™1),
=det(Q7") det(s I,,, — Ay) (—=1)™ det(P71),
£ 0.

sehingga sistem (1.1) regular. |
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Berdasarkan Teorema 2.1 matriks E, A € R™*"™ dapat didekomposisi sedemikian
sehingga

E=Q! <I(”)1 2)131 dan A=Q! </(1)1 IO )Pl,

untuk suatu matriks nonsingular P,Q € R™*".
Misalkan x(¢) = P z(t), untuk suatu z(t) € R™. Maka sistem (1.1) dapat ditulis
menjadi

EPz(t + 1) = APz(t) + Bu(t), (2.7
y(t) = CPz(t).

oo
L =

Dengan mengalikan kedua ruas (2.7) dengan matriks nosingular @), diperoleh

y(t) = CPaz(t). (2.9)
(5 0) (D)= (5 2) () - ()0
y(t) = (C1 Cs) z(t), (2.10)

di mana QB = <§1>, dan CP = (01 02).
2

Dari sistem (2.10) dapat dilihat bahwa sistem (1.1) dapat direduksi menjadi dua
subsistem, yaitu:

VAl (t + 1) = A]_Z]_(f) + Blu(t),
yv1(t) = C1z1(t), dan (2.11)
NZQ(t + 1) = In2Z2(t) + Bgu(t),
Vo (t) = Cazsa(t). (2.12)
Solusi dari (2.11) adalah
t—1 A
Zl(t) = Aﬁzl(o) + ZAﬁijilBlu(j% t= 07 ]-7 27 T (2]‘3)
3=0
sedangkan solusi (2.12) adalah
h-1
z3(t) = = Y _ N'Byu(t +j), t € Zy. (2.14)
§=0

Sehingga solusi sistem (1.1) adalah

(A (0) + S AT Brug))
x(t)—P< _E?;gNﬂpBgu(tJrj) )
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3. Keterobservasian Sistem Deskriptor Diskrit Linier

Teorema berikut akan digunakan untuk menguji apakah sistem (1.1) terobservasi
atau tidak.

Teorema 3.1. [4] Sistem (1.1) adalah terobservasi jika dan hanya jika sistem
(2.11) adalah terobservasi.

Bukti. z5(¢) dapat ditentukan dari (2.14) untuk N, Bs, dan u(t). Sehingga sistem
(1.1) adalah terobservasi jika dan hanya jika z, (¢) dapat ditentukan dari (2.11) dan
y(t) — Caza(t). Jadi, sistem (1.1) adalah terobservasi jika dan hanya jika sistem
(2.11) adalah terobservasi. |

Teorema 3.2. [4] Pernyataan berikut adalah ekivalen.

(1) Sistem (1.1) adalah terobservast,
(2) Rank (SI’“C Al) =ny, V s € C dengan s berhingga,
1
E-A
C
(4) ker(sI — A1) (Nker(Cy) = {0}, V s € C dengan s berhingga,
(5) ker(sE — A)Nker(C) = {0}, V s € C dengan s berhingga.

(8) Rank (s =n, V s € C dengan s berhingga,

Bukti.

(1) & (2) Jelas dari Bab I dan Teorema 3.1.

(2) = (3) Misal rank (81”10 A1> =ny, Vs € C dengan s berhingga. Akan ditunjukkan
1
bahwa rank (SEC A) =mn, V s € C dengan s berhingga. Perhatikan bahwa
sE—AY SQEP — QAP
rank < c ) = rank ( cp ,
SInl — Al O

= rank Ch 0] ,
0 sN — 1,

= rank (SImC Al) +rank (sN — I,, ),
1
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(3) = (2) Perhatikan persamaan berikut.
SInl — A1 0]

rank (SL“C = ) +rank (sN — I,,, ) = rank 0 sN —1In, |,
' o Cy
o ((SQEP - QAP
=ran P :

sE— A
—Tcmk:( c )

sln, — Ay sE— A
rank ( o ) = rank ( c ) —rank (sN — I,,,)

=N —Ng =MnNi.

Jadi,

sE— A

(3) & (5) Rank ) = n, Vs € C dengan s berhingga jika dan hanya jika

C
ker <3E5 A) = {0}. Karena

Ker <3E - A) = {0} = ker(sE — A)(ker(C),

C
sE—A . .. ..
maka rank o =n, V s € C dengan s berhingga jika dan hanya jika
ker(sE — A) (N ker(C) = {0}.
(2) & (4) Dapat dibuktikan dengan mengikuti penalaran bukti (3) < (5). |

4. Contoh
Diberikan sistem deskriptor diskrit linier

Ex(t+1) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t). (4.1)
di mana
010 100 10 10 1
E=10-10],A=010],B=100 ’C_(11—1>'
001 010 01
Akan diperiksa apakah sistem ini terobservasi atau tidak.
-1 s 0
det(sBE—A)=det [ 0 —s—10 | =5*+s.
0 -1 s
Pilih s = 1, diperoleh
-1 s 0

det| 0 —s—10 ] =2#0.
0 -1 s
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Selanjutnya,

NI NI

Karena setiap matriks bujursangkar similar dengan suatu matriks Jordan, maka
terdapat matriks nonsingular 7" € R"*" sedemikian sehingga

1
=00
. 2
T—lET:(EOlEO)z 010 |,
2 000
10 -101
di mana E1:<61), Ey;=0,danT =1 1 00 |. Dengan menggunakan (2.5)
—-110
diperoleh
0-10 -101
Q=10-11) dan P=T = 100
110 -110
Kemudian,
100 -100 00
QEP=1010],QAP=| 000)|,@QB=(01],
000 001 10
dan

-2 11
cr=(7141):

Dengan menggunakan (2.1) diperoleh

-10 10
A1_<0 O), L, =1, N0, zm_(m).
Kemudian

31(8?),32(10),01(_12_11),02(1).

Berdasarkan Teorema 3.2,

2 0
sl — A1 0 1
rank( o, ) = rank 9 1 =2=nq,
1 -1
sehingga sistem adalah terobservasi.
Jika digunakan bagian ke-3 dari Teorema 3.2, diperoleh

-1 10
0 —20
rank (sE(;A) =rank| 0 —-11 | =3.
1 01
1 10
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Jika digunakan bagian ke-4 dari Teorema 3.2, diperoleh

2 0
sI—Al)k 01 _ (o).

Cy -2
1 -1

ker(sI — Ay) ﬂ ker(Cy) = ker <

Jika digunakan bagian ke-5 dari Teorema 3.2, diperoleh

-1 10
0 -20
ker(sE — A) ﬂker(C) =ker| 0 —11 | ={0},
1 01
1 10

sehingga sistem terobservasi. Jadi, sistem (4.1) terobservasi.
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