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Abstrak. Suatu sistem diskrit linier adalah suatu sistem persamaan beda (difference)

yang memenuhi sifat kelinieran. Dalam artikel ini dikaji kestabilan solusi nol dari sis-
tem diskrit linier. Kriteria kestabilan ditentukan menggunakan nilai eigen dari matriks

keadaan. Selanjutnya disajikan beberapa contoh untuk mengilustrasikan kestabilan so-
lusi nol dari sistem diskrit linier.
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1. Pendahuluan

Suatu sistem diskrit linier adalah suatu persamaan beda (difference) linier yang

diberikan oleh persamaan berikut :

x(k + 1) = Ax(k), x(0) = x0 (1.1)

dengan x ∈ Rn, A ∈ Rn×n, dan k ∈ N ∪ {0}. Solusi persamaan beda (1.1) diberikan

sebagai berikut [3] :

x(k) = Akx0 (1.2)

Sistem diskrit linier sering digunakan sebagai suatu model matematika dalam

berbagai bidang aplikasi seperti biologi, kimia, ekologi, ekonomi, dan yang lainnya

[3]. Oleh karena itu kajian mengenai perilaku solusi sistem diskrit linier menjadi

penting untuk dilakukan.

Salah satu kajian dari sistem diskrit linier adalah kestabilan solusi nol. Suatu

titik x∗ dikatakan titik ekuilibrium dari sistem (1.1) jika Ax∗ = x∗. Jika x∗ = 0

maka x∗ disebut solusi nol dari sistem (1.1) [3]. Kajian mengenai kestabilan ini

telah banyak dilakukan oleh para peneliti. Iggidr dan Bensoubaya [6] mengkaji

suatu kriteria kestabilan untuk masalah kontrol. Gurvits [4] mengkaji kestabilan

∗penulis korespondensi
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sistem diskrit untuk inklusi linier. Debeljkovic dan Stojanovic [2] mengkaji kesta-

bilan menggunakan metode Lyapunov, Canto dan Kostova [1] mengkaji kestabilan

menggunakan metode Brauers.

Dalam artikel ini dikaji kembali kestabilan solusi nol dari sistem diskrit linier

(1.1) dengan mengkaji perilaku nilai eigen matriks A. Metode nilai eigen ini meru-

pakan metode yang relatif sederhanana.

2. Landasan Teori

2.1. Teori Matriks

Definisi 2.1. [7] Himpunan semua nilai eigen dari matriks An×n, dilambangkan

dengan σ(A), disebut sebagai spektrum dari A, yaitu

σ(A) = {λ : λ nilai eigen A}

Definisi 2.2. [7] Radius spektral dari An×n, disimbolkan dengan ρ(A), didefinisikan

sebagai maksimum dari nilai mutlak nilai eigen-nilai eigen matriks A, yaitu

ρ(A) = max{|λ| : λ ∈ σ(A)}.

Definisi 2.3. [5] Misalkan An×n dan λi, i = 1, 2, · · · , k adalah nilai eigen dari A

dengan pengulangan masing-masing sebanyak si kali sedemikian sehingga
∑k
i=1 si =

n. Suatu matriks Jn×n dikatakan bentuk Jordan dari matriks A jika terdapat matriks

nonsingular Pn×n sedemikian sehingga P−1AP = J , dengan matriks J berbentuk

sebagai berikut :

J =


J1(λ1) 0 · · · 0

0 J2(λ2) · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Jr(λr)

 . (2.1)

Matriks Ji(λi), i = 1, 2, · · · , r adalah matriks blok Jordan berukuran si × si yang

terkait dengan nilai eigen λi, yang berbentuk sebagai berikut :

Ji =



λi 1 0 · · · 0

0 λi 1 · · · 0

0 0 λi
. . .

...
...

...
...

. . . 1

0 0 0 · · · λi

 (2.2)

Dalam [3] dinyatakan bahwa suatu nilai eigen λ dari matriks An×n dikatakan

semisimple jika blok Jordan yang terkait dengan nilai eigen λ tersebut adalah

diagonal.

2.2. Penyelesaian Sistem Beda Linier

Telah diketahui bahwa solusi persamaan beda (1.1) diberikan oleh persamaan (1.2).

Untuk menghitung Ak dapat digunakan algoritma Putzer yang diberikan berikut
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ini [3]. Akan ditentukan suatu representasi Ak dalam bentuk

Ak =

n∑
i=1

ui(k)M(i− 1), (2.3)

dengan ui(k) adalah fungsi skalar yang akan ditentukan, dan

M(i) = (A− λiI)M(i− 1), M(0) = I (2.4)

atau

M(i+ 1) = (A− λi+1I)M(i), M(0) = I. (2.5)

dengan

u1(k) = λk1 , ui(k) =

k−1∑
j=0

λk−1−ji ui−1(j), (2.6)

3. Pembahasan

Berikut ini diberikan definisi kestabilan titik ekuilibrium sistem diskrit linier.

Definisi 3.1. [3] Titik ekuilibrium x∗ dari sistem (1.1) dikatakan

1. Stabil jika untuk setiap ε > 0 dan k > 0 terdapat δ > 0 sedemikian sehingga

jika ‖ x0 − x∗ ‖< δ maka ‖ xk − x∗ ‖< ε untuk semua k > 0.

2. Stabil asimtotik jika ia stabil dan terdapat µ sedemikian sehingga jika ‖ x0 −
x∗ ‖< µ maka limk→∞ xk = x∗.

Dari Definisi (3.1), dapat dinyatakan bahwa solusi nol dari sistem (1.1) adalah

stabil jika untuk setiap ε > 0 dan k > 0 terdapat δ > 0 sedemikian sehingga jika

‖ x0 ‖< δ maka ‖ xk ‖< ε untuk semua k > 0. Selain itu, solusi nol tersebut adalah

stabil asimtotik jika ia stabil dan terdapat µ sedemikian sehingga jika ‖ x0 ‖< µ

maka limk→∞ xk = 0. Kriteria kestabilan solusi nol sistem (1.1) diberikan berikut

ini.

Teorema 3.2. [3] Solusi nol dari sistem (1.1) adalah

1. Stabil jika dan hanya jika terdapat konstanta positif M sedemikian sehingga

‖ Ak ‖≤M untuk k > 0.

2. Stabil asimtotik jika dan hanya jika limk−→∞ ‖ Ak ‖= 0.

Bukti.

1. (⇐) Misalkan ada M > 0 sedemikian sehingga ‖ Ak ‖≤M untuk k > 0.

Akan dibuktikan sistem (1.1) adalah stabil. Ambil sebarang ε > 0 , akan dicari

δ > 0 sedemikian sehingga

‖ x0 ‖< δ =⇒‖ Akx0 ‖< ε, untuk k > 0.

Karena ‖ Ak ‖≤M maka

‖ Akx0 ‖≤‖ Ak ‖‖ x0 ‖≤M ‖ x0 ‖ . (3.1)

Pilih δ = ε
M , maka berlaku
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‖ x0 ‖< δ =⇒‖ Akx0 ‖< ε, untuk k > 0.

Ini menunjukkan bahwa solusi nol dari sistem (1.1) adalah stabil.

(⇒) Misalkan solusi nol dari sistem (1.1) adalah stabil. Akan dibuktikan

terdapat M > 0 sedemikian sehingga ‖ Ak ‖≤ M untuk k > 0. Karena

solusi nol adalah stabil, maka untuk setiap ε > 0, terdapat δ > 0 sedemikian

sehingga

‖ x0 ‖< δ =⇒‖ Akx0 ‖< ε, untuk k > 0. (3.2)

Perhatikan bahwa

‖ x0 ‖< δ ⇔ 1

δ
‖ x0 ‖< 1.

Dengan menggunakan definisi norm matriks dan hubungan (3.2), diperoleh

‖ Ak ‖ = max
‖ 1

δx0‖≤1
‖ Ak 1

δ
x0 ‖

=
1

δ
max
‖x0‖≤δ

‖ Akx0 ‖

<
1

δ
.ε.

Dengan memilih M = 1
δ .ε, maka pernyataan terdapat M > 0 sedemikian

sehingga ‖ Ak ‖≤M terbukti.

2. (⇒) Misalkan solusi nol dari sistem (1.1) adalah stabil asimtotik. Akan

dibuktikan

limk→∞ ‖ Ak ‖= 0.

Ambil sebarang ε > 0, akan dicari Kε > 0 sedemikian sehingga

k > Kε =⇒‖ Ak ‖< ε. (3.3)

Karena solusi nol adalah stabil asimtotik, maka terdapat µ = 1 sedemikian

sehingga

‖ x0 ‖< 1 =⇒‖ xk ‖=‖ Akx0 ‖≤‖ Ak ‖‖ x0 ‖<‖ Ak ‖< ε, ∀k > 0. (3.4)

Karena (3.4) berlaku untuk setiap k > 0, maka dari Definisi (3.1) bagian 2, Kε

dapat dipilih sedemikian sehingga k > Kε =⇒‖ Ak ‖< ε, yang menunjukkan

bahwa

lim
k→∞

‖ Ak ‖= 0.

(⇐) Misalkan limk→∞ ‖ Ak ‖= 0. Akan dibuktikan bahwa solusi nol dari sistem

(1.1) adalah stabil asimtotik. Ambil sebarang ε > 0. Karena limk→∞ ‖ Ak ‖= 0,

maka terdapat Kε > 0 sedemikian sehingga

k > Kε =⇒‖ Ak ‖< ε.

Pilih M = ε, maka menurut bagian satu sistem (1.1) adalah stabil. Selanjutnya

akan dicari µ > 0 sedemikian sehingga

‖ x0 ‖< µ =⇒ lim
k→∞

xk = 0. (3.5)
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Karena xk = Akx0, maka

‖ xk ‖=‖ Akx0 ‖≤‖ Ak ‖‖ x0 ‖< ε ‖ x0 ‖ . (3.6)

Pilih µ = 1, maka berlaku (3.5). Ini menujukkan bahwa sistem (1.1) adalah

stabil asimtotik.

Teorema berikut merupakan kriteria uji kestabilan menggunakan nilai eigen dari

matriks A.

Teorema 3.3. [3] Pernyataan berikut berlaku :

1. Solusi nol dari sistem (1.1) adalah stabil jika dan hanya jika ρ(A) ≤ 1, dan

nilai eigen dengan modulus 1 adalah semisimple.

2. Solusi nol dari sistem (1.1) stabil asimtotik jika dan hanya jika

ρ(A) < 1.

Bukti.

1. Misalkan A = PJP−1 untuk suatu matriks nonsingular Pn×n,

dengan J = diag(J1, J2, · · · , Jr) adalah matriks Jordan dari A, dan

Ji =



λi 1 0 · · · 0

0 λi 1 · · · 0

0 0 λi
. . .

...
...

...
...

. . . 1

0 0 0 · · · λi

 , i = 1, 2, · · · , r.

Pada matriks J , skalar-skalar λ1, λ2, · · · , λr merupakan nilai eigen dari matriks

A. Ingat bahwa σ(A) = σ(J), oleh karena itu cukup diperhatikan matriks J

saja.

Dari Teorema (3.2), solusi nol dari (1.1) stabil jika dan hanya jika terdapat

M > 0 sedemikian sehingga ‖ Ak ‖=‖ PJkP−1 ‖≤M .

Oleh karena itu diperoleh

‖ Jk ‖≤ M̂

dengan

M̂ =
M

‖ P ‖‖ P−1 ‖
.

Selanjutnya Jk = diag(Jk1 , J
k
2 , · · · , Jkr ) dengan

Jki =



λki

(
k

1

)
λk−1i · · ·

(
k

si − 1

)
λk−s1+1

0 λki · · ·
...

· · · · · ·
. . .

(
k

1

)
λk−1i

0 0 · · · λki


.
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Perhatikan bahwa Jki tidak terbatas jika |λi| > 1 atau jika |λi| = 1 dan tidak

semisimple. |λi| = 1 dan semisimple jika dan hanya jika Jki → 1 bila k → ∞.

|λi| < 1 jika dan hanya jika |λki | → 0 bila k → ∞. Akibatnya Jki → 0 bila

k → ∞ dan ‖ Jki ‖→ 0 bila k → ∞. Ini menunjukkan bahwa solusi nol dari

sistem (1.1) adalah stabil jika dan hanya jika ρ(A) ≤ 1.

2. Bukti bagian ini sudah tercakup dalam bukti bagian pertama.

Berikut ini diberikan beberapa contoh mengenai kestabilan pada

sistem (1.1).

Contoh 3.4. Akan diperiksa kestabilan solusi nol sistem (1.1) dengan matriks A

sebagai berikut:

A =

 1.5 1 −1

−1.5 −0.5 1.5

0.5 1 0

 .

Dari matriks A diperoleh σ(A) = {1, 0.5,−0.5} dan ρ(A) = 1. Karena ρ = 1,

berdasarkan Teorema (3.3) maka solusi nol dari sistem adalah stabil. Grafik solusi

dari sistem (1.1) untuk matriks A ini diperlihatkan dalam Gambar 1 berikut.

Gambar 1. Grafik sistem (1.1) yang stabil

Grafik tersebut memperlihatkan bahwa jika pada awalnya solusi dekat dengan

solusi nol, maka dengan berlalunya waktu solusi tersebut tetap dekat dengan solusi

nol, yang memperlihatkan bahwa solusi nol dari sistem tersebut adalah stabil.

Contoh 3.5. Akan diperiksa kestabilan solusi nol sistem (1.1) dengan matriks A

sebagai berikut :

A =

0.5 0 0.6

0 0.2 0.5

0.2 0.4 0.1

 .

Dari matriks A diperoleh σ(A) = {−0.3807, 0.8118, 0.3689} dan ρ(A) = 0.8118.

Karena ρ < 1, berdasarkan Teorema (3.3) maka solusi nol dari sistem adalah stabil
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asimtotik. Grafik solusi dari sistem (1.1) untuk matriks A ini diperlihatkan dalam

Gambar 2 berikut. Grafik tersebut memperlihatkan bahwa jika pada awalnya solusi

Gambar 2. Grafik sistem (1.1) yang stabil asimtotik

dekat dengan

solusi nol, maka dengan berlalunya waktu solusi tersebut bertambah dekat solusi

nol, yang memperlihatkan bahwa solusi nol dari sistem tersebut adalah stabil asim-

totik.

Contoh 3.6. Akan diperiksa kestabilan solusi nol sistem (1.1) dengan matriks A

sebagai berikut:

A =

 0 1 1

−2 3 1

−3 1 4

 .

Dari matriks A diperoleh σ(A) = {3, 2} dan ρ(A) = 3. Karena ρ(A) > 1,

berdasarkan Teorema (3.3) maka solusi nol dari sistem adalah tak stabil. Grafik

solusi dari sistem (1.1) untuk matriks A ini diperlihatkan dalam gambar berikut.

Grafik tersebut memperlihatkan bahwa jika pada awalnya solusi dekat dengan so-

lusi nol, maka dengan berlalunya waktu solusi tersebut menjauhi solusi nol, yang

memperlihatkan bahwa solusi nol dari sistem tersebut adalah tak stabil.

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa

kestabilan solusi nol sistem diskrit linier

x(k + 1) = Ax(k), k ∈ N ∪ {0}

dengan A ∈ Rn×n, dapat diperiksa menggunakan nilai dari matriks A. Solusi nol

dari sistem tersebut adalah stabil jika dan hanya jika ρ(A) ≤ 1, dan nilai eigen

solusi nol dari sistem tersebut adalah stabil asimtotik jika dan hanya jika ρ(A) < 1.
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Gambar 3. Grafik sistem (1.1) yang tidak stabil
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