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Abstrak. Salah satu program yang andal untuk menyelesaikan masalah nilai batas se-
cara numerik adalah MATLAB. Namun, program tersebut bersifat komersial, sehingga
tidak semua pengguna dapat menggunakannya. Adapun program lain yang bersifat open
source seperti Octave, yang sering digunakan karena kemiripannya dengan MATLAB.
Selain itu, ada pula Julia, yang diklaim dinamis dan cepat. Keduanya menyediakan rutin
untuk menyelesaikan masalah nilai batas menggunakan metode kolokasi. Oleh karena itu,
penelitian ini bertujuan untuk menguji dan membandingkan akurasi serta efisiensi dari
rutin pencarian solusi masalah nilai batas pada Octave dan Julia. Hasil yang diper-
oleh menunjukkan bahwa pencarian solusi masalah nilai batas pada Julia jauh lebih
akurat dan efisien dibandingkan Octave berdasarkan beberapa kasus yang diberikan.
Julia menyelesaikan masalah nilai batas dengan waktu komputasi rata-rata 2500 kali
lebih cepat dibandingkan Octave. Dari sisi akurasi, Julia memiliki relatif error rata-rata
100000 kali lebih kecil dibandingkan Octave.

Kata Kunci: akurasi, efisiensi, julia, masalah nilai batas, octave

1. Pendahuluan

Masalah nilai batas atau boundary value problem (BVP) merupakan suatu per-
masalahan dalam matematika maupun terapannya yang sering kali tidak dapat di-
tentukan solusi analitiknya. Oleh sebab itu, salah satu cara alternatif untuk mencari
solusi dari suatu masalah nilai batas adalah menggunakan pendekatan numerik [1].
Banyak bahasa pemrograman yang telah menyediakan rutin untuk menyelesaikan
masalah nilai batas ini. Masalah nilai batas jauh lebih sulit untuk dipecahkan dari-
pada masalah nilai awal dan solver manapun mungkin bisa gagal untuk menemukan
solusi numerik, bahkan dengan tebakan yang bagus untuk solusi dan parameter yang
tidak diketahui. Salah satu solver yang telah terbukti akurat dalam menyelesaikan
masalah nilai batas adalah fungsi bvp4c pada MATLAB yang menerapkan metode
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kolokasi ordo keempat [2]. Namun, MATLAB adalah program komersial sehingga
diperlukan lisensi untuk menggunakan fasilitas yang disediakan oleh MATLAB.

Salah satu alternatif bahasa pemrograman yang bersifat free dan open source
serta mirip dan kompatibel dengan MATLAB adalah Octave dan FreeMat karena
keduanya memiliki sintaks yang sama dan memiliki kemampuan untuk menjalankan
m-file. Di antara kedua program ini, Octave jauh lebih matang dan memiliki lebih
banyak fungsi yang tersedia untuk digunakan [3]. Oleh karena itu, banyak perguruan
tinggi di Indonesia yang menggunakan Octave sebagai bahasa pemrogramannya.

Beberapa tahun terakhir telah dikembangkan bahasa pemrograman baru yang
bersifat free dan open source serta diklaim memiliki kecepatan hampir setingkat
C, dinamis seperti Ruby, terasa seperti Lisp, familiar dengan notasi matematika
seperti MATLAB, mudah digunakan seperti Python dan R, yaitu bahasa Julia [4].
Selain itu, Julia terintegrasi dengan baik dengan bahasa lain termasuk memanggil
C secara langsung, Python melalui PyCall, dan R melalui RCall [5]. Versi stabil
dari Julia yang pertama yaitu Julia v.1.0 pertama kali rilis pada tanggal 8 Agustus
2018, sehingga bahasa pemrograman ini masih tergolong baru.

Baik Octave maupun Julia, keduanya menyediakan rutin untuk menyelesaikan
masalah nilai batas yaitu fungsi bvp4c pada paket odepkg untuk Octave dan fungsi
BVProblem pada paket DifferentialEquations.jl pada Julia. Kedua rutin tersebut
juga menyediakan metode penyelesaian yang sama yaitu metode kolokasi. Oleh
karena itu, tujuan penelitian ini adalah untuk menguji akurasi dan efisiensi dari
rutin pencarian solusi masalah nilai batas pada Octave dan Julia. Tujuan lain-
nya ialah memberikan teladan penggunaan open source di lingkungan komputasi
matematika Indonesia, yang secara tidak langsung memberi dukungan pada proyek
nasional IGOS (Indonesia Goes Open Source).

2. Metode Penelitian

Metodologi penelitian yang digunakan berupa simulasi numerik dari kedua bahasa
pemrograman yaitu Julia versi 1.5.1 dan Octave versi 5.1.0 untuk menyelesaikan
Masalah Nilai Batas (MNB) standar yang digunakan untuk menguji suatu algoritma
penyelesaian. Simulasi numerik dijalankan menggunakan komputer dengan prosesor
AMD A4 dan RAM 8GB. Beberapa kondisi yang setara diterapkan pada kedua
bahasa pemrograman seperti metode yang digunakan yaitu metode kolokasi, nilai
tebakan awal solusi, dan ukuran langkah. Selanjutnya, waktu komputasi dan akurasi
(jika kasus tersebut diketahui solusi analitiknya) dihitung. Terdapat lima kasus yang
digunakan, yaitu

(1) MNB sederhana,

(2) MNB dengan banyak peubah,

(3) MNB dengan parameter yang ditentukan,

(4) MNB dengan parameter yang tidak ditentukan, dan

(5) terapan MNB pada masalah kontrol optimum
dengan rincian masing-masing kasus seperti berikut.
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2.1. Kasus 1 (MNB Sederhana)

Diberi masalah nilai batas [6] dengan persamaan

1
M=y — —y+1 2.1
y'= oy Syt (2.1)

dengan nilai batas y(0.5) = 1 dan y(4.5) = 2 pada interval = € [0.5,4.5] serta solusi
eksak yaitu y(z) = 2?2 — 0.252582649z — 2.5284423z In(x).

2.2. Kasus 2 (MNB Peubah Banyak)

Diketahui masalah nilai batas dengan sistem persamaan seperti berikut.
v = 0.5u(w — u)
v/ = —0.5(w — u)
W — 0.9 — 1000(w — y) — 0.5w(w — u)
z

2 =0.5(w — u)

Y = —100(y — w)
dengan nilai batas yaitu w(0) = v(0) = w(0) = 1, 2(0) = —10, dan w(1) = y(1) pada
interval ¢ € [0, 1]. Sebagai perbandingan, solusi MUSN kasus 2 dapat diperoleh dari

https://www.mathworks.com/matlabcentral /mlc-downloads/downloads/submissions/
3819 /versions/6/previews/BVP _tutorial/BVP_examples_70/ex1bvp.m/index.html [7].

2.3. Kasus 3 (MNB Dengan Parameter Tetap)

Diberikan persamaan diferensial dengan suatu parameter p yaitu

3py
y// + (p+t2)2 =0 (2.3)

dengan solusi eksak y(t) = . Uji standar yang digunakan untuk menyele-

t
Vo2
saikan MNB di atas adalah menyelesaikan pada interval [—0.1,0.1] dengan kondisi
batas

o1 01
y(=0D) = Z=or
0 (2.4)
y(0.1) =

vp+0.01

Pada kasus ini, digunakan nilai parameter p = 10~® dengan nilai tolerasnsi relatif
error yaitu 1072 dan 1074 [8].

2.4. Kasus 4 (MNB Dengan Parameter Bebas)
Persamaan yang akan diselesaikan adalah Persamaan Mathieu yaitu
y" + (A —2qcos2z)y =0 (2.5)

pada interval [0, 7] dengan nilai batas y'(0) = 0 dan y'(7) = 0 ketika ¢ = 5. Solusi
dinormalisasikan sedemikian sehingga y(0) = 1. Solusi penyelesaian membutukan
nilai eigen A yang sesuai, sehingga nilai batas ¢y'(7) = 0 dapat terpenuhi [2].


https://www.mathworks.com/matlabcentral/mlc-downloads/downloads/submissions/3819/versions/6/previews/BVP_tutorial/BVP_examples_70/ex1bvp.m/index.html
https://www.mathworks.com/matlabcentral/mlc-downloads/downloads/submissions/3819/versions/6/previews/BVP_tutorial/BVP_examples_70/ex1bvp.m/index.html
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2.5. Kasus 5 (Masalah Kontrol Optimum)

Perhatikan sistem terkontrol 3’ = y? + v dan kontrol v mengendalikan lintasan
dari y(0) = 2 ke y(10) = 1. Tujuan kasus ini adalah mencari nilai kontrol v yang
meminimumkan ongkos kuadratik

J(y,v) = /U 10(y2 + 100?) dt (2.6)

Fungsi ongkos ini menyebabkan peubah keadaan y dan peubah kontrol v terpe-
nalisasi (jika ada pelanggaran kendala, fungsi dikenakan sanksi dengan penambahan
nilai positif [9]), sehingga menyebabkan peubah keadaan dan kontrol menjadi kecil.
Syarat cukup masalah kontrol optimum tersebut dapat diperoleh dengan mendefini-
sikan fungsi Hamiltonian

H = (y* + 100?) + A\(y* + ) (2.7)
Dengan menurunkan H terhadap A, y, dan v, akan diperoleh masalah nilai batas
o=y -2
20 (2.8)
N =2y —2\y

dengan v = —\/20 serta nilai batas y(0) = 2 dan y(10) =1 [10].

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Kasus 1 (MNB Sederhana)

Pada kasus 1, diberikan masalah nilai batas dengan persamaan diferensial orde ke-
dua. Untuk menyelesaikan masalah tersebut pada Octave maupun Julia, persamaan
ditransformasi menjadi sistem persamaan diferensial orde pertama, yaitu

9/1 =Y2
.1 1 (3.1)
Yo=—Y2— 3 +1

x xX

dengan nilai batas y1(0.5) = 1 dan y;(4.5) = 2. Adapun sintaks untuk menyelesaikan
masalah tersebut pada Octave maupun Julia hampir sama, yaitu mendefinisikan
fungsi yang berisi sistem persamaan diferensial dan kondisi batas yang diberikan.
Perbedaannya, Octave meminta inisiasi banyak sub-interval awal sedangkan Julia
meminta panjang langkah akhir. Dengan nilai tebakan solusi awal [0,0], berikut
adalah sintaks Octave dan Julia untuk menyelesaikan masalah nilai batas kasus 1.

Sintaks 1: Kasus 1 pada Octave

function dydx = caselode(x,Vy)
dydx = [ y(2)
1+(1/x)*xy (2) = (1/(x"2) ) »y (1) ];
endfunction
function res = caselbc (ya,yb)
res = [ ya(l)-1
yb(1)-2];
endfunction
Nint = 9
solinit.x = linspace(0.5,4.5,Nint+1);
solinit.y = repmat ([0,0]’,1,Nint+1);
sol = bvp4c(@caselode, @caselbc,solinit)
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Sintaks 2: Kasus 1 pada Julia

function casel! (du,u,p,x)

y = ull]
dy = ul2]
dull] = dy
dul2] = (1/x)*dy - (1/x"2)*y + 1
end
function bcl! (residual, u, p, t)
residual[l] = u[l][1l] -1
residual[2] = ulend] [1] - 2
end
tspan = (0.5,4.5)
init = [0,0]
bvpl = BVProblem(casel!, bcl!, init, tspan)
soll = solve (bvpl, GeneralMIRK4(),dt = (tspan[2]-tspan[l])/144);
2
20
— solusi eksak
15
15
1
1.0
0.5
0.5
0
0.0
0.5 ' 1 2 3 4
0 1 2 3 4 5

Gambar 1: Solusi numerik dan perbandingannya terhadap solusi eksak masalah
nilai batas pada kasus 1 menggunakan (a) Octave dan (b) Julia

Karena Octave memerlukan inisiasi untuk sub-interval awal, simulasi numerik
dikerjakan pada Octave terlebih dulu. Dari 9 sub-interval awal, proses simulasi
pada Octave menghasilkan sebanyak 144 sub-interval untuk memenuhi estimasi
relatif error yaitu 1073, Waktu rata-rata dari 5 kali percobaan pada Octave yaitu
1288.303 detik. Dengan kondisi yang sama, simulasi dikerjakan pada Julia dengan
ukuran langkah dt = (4.5—0.5)/144. Waktu rata-rata dari 5 kali percobaan simulasi
pada Julia hanya 2.149 detik. Gambar 1 menunjukkan solusi yang dihasilkan oleh
Octave dan Julia untuk menyelesaikan kasus 1.

Dengan diketahuinya solusi eksak, relatif error dari solusi Octave dan Julia
dapat dihitung, yaitu 0.0019152 dan 2.38 x 10~°. Dengan membandingkan waktu
komputasi dan akurasi dari solusi Octave dan Julia pada kasus 1 ini, Julia jauh
lebih akurat dan efisien dibandingkan Octave dalam menyelesaikan masalah nilai
batas sederhana pada kasus 1.

3.2. Kasus 2 (MNB Peubah Banyak)

Pada kasus 2, masalah nilai batas yang diberikan sudah dalam bentuk sistem per-
samaan diferensial. Dengan cara yang sama seperti pada kasus 1, berikut adalah
sintaks penyelesaian masalah nilai batas kasus 2 pada Octave dan Julia dengan
tebakan solusi awal [1,1,1,—10,0.91].
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Sintaks 3: Kasus 2 pada Octave

function dydx = case2ode(x,Vy)
dydx = [ 0.5xy(1)x(y(3) - y(1))/y(2)

-0.5%(y(3) - y(1))
(0.9 = 1000%(y(3) = y(5)) = 0.5xy(3)x(y(3) = y(1)))/y(4)
0.5%x(y(3) - y(1))
100x(y(3) - y(5))1;
end
function res = case2bc(ya,yb)
res = [ ya(l) -1
va(2) - 1
va(3) -1
ya(4) + 10
yb(3) - yb(5)1;
end
Nint = 4
x = linspace(0,1,Nint+1);
solinit.x = x;

solinit.y = repmat([1 1 1 -10 0.91]’,1,Nint+1);
sol = bvp4c (@case2ode, @case2bc,solinit);

Sintaks 4: Kasus 2 pada Julia

function case2! (du,U,p,x)
u=U[l]; v =U[2]; w=U[3]; z =U[4]; yv = U[5]

dul[l] = 0.5*ux(w — u)/v
duf2] = -0.5%x(w — u)
dul3] = (0.9 — 1000x(w — y) — 0.5%xwx(w — u))/z
dul4] = 0.5%x(w — u)
du[5] = 100x(w - y)

end

function bc2! (residual, u, p, t)
residual[l] = u[l][1] - 1
residual[2] = u[l][2] - 1
residual[3] = u[1][3] - 1
residualf4] = u[l][4] + 10
residual[5] = ulend] [5] - ul[end] [3]

end

tspan = (0,1)

init = [1,1,1,-10,0.91]

bvp2 = BVProblem(case2!, bc2!, init, tspan)
sol2 = solve (bvp2, GeneralMIRK4 (),dt = 1/128);

Octave Julia
2.0 0
"

1.5¢

1.0f

0.5+

00 _M

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Gambar 2: Solusi numerik dan perbandingannya terhadap solusi dari MUSN untuk
masalah nilai batas pada kasus 2 menggunakan (a) Octave dan (b) Julia
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Seperti sebelumnya, simulasi dikerjakan pada Octave terlebih dulu dengan
banyak sub-interval awal 4. Proses simulasi pada Octave menghasilkan sub-interval
akhir sebanyak 128 sub-interval untuk memenuhi estimasi relatif error yaitu 10~3
dalam waktu rata-rata dari 5 kali percobaan yaitu 1543.7 detik. Dengan kondisi
yang sama, simulasi dikerjakan pada Julia dengan ukuran langkah dt = 1/128.
Waktu rata-rata dari 5 kali percobaan simulasi pada Julia yaitu 9.2 detik.

Karena solusi analitik tidak diketahui, relatif error dari solusi yang dihasilkan
oleh Octave dan Julia tidak dapat dihitung. Akan tetapi, solusi dapat dibandingkan
dengan solusi yang diperoleh dari MUSN. Perbandingan solusi masalah nilai batas
dari Octave dan Julia terhadap solusi MUSN dapat dilihat pada Gambar 2. Solusi
yang dihasilkan Octave maupun Julia memiliki akurasi yang baik jika dibandingkan
dengan solusi MUSN. Namun, Julia mampu menghasilkan solusi kasus 2 jauh lebih
cepat dibandingkan Octave.

3.3. Kasus 3 (MNB Dengan Parameter Tetap)

Pada kasus 3 ini, diberikan suatu masalah nilai batas dengan suatu parameter yang
diketahui. Seperti kasus 1, kasus 3 ini memiliki persamaan diferensial orde kedua
(Persamaan 2.3). Oleh karena itu, persamaan tersebut harus diubah menjadi sistem
persamaan diferensial orde pertama, yaitu

Y1=12

;3o (3.2)
N PENEE

dengan nilai batas seperti pada Persamaan 2.4 serta parameter p = 107°. Selain itu,
simulasi numerik akan dikerjakan untuk memenuhi dua toleransi relatif error yang
berbeda yaitu 1072 dan 10~%. Secara default, Octave akan mencari solusi masalah
nilai batas dengan toleransi relatif error yaitu 10~2. Namun, nilai toleransi tersebut
dapat diubah sesuai dengan kebutuhan. Berikut merupakan cara menuliskan fungsi
persamaan diferensial dan kondisi batas dengan gaya berbeda untuk menyelesaikan
masalah nilai batas kasus 3 dengan toleransi relatif error 1073 dan 1074

Sintaks 5: Kasus 3 pada Octave.

p = le-5;
case3ode = @(t,y) [ y(2)
=3xpry (1) / (p+t"2) "2];
case3bc = @(ya,yb) [ ya(l) + 0.1/sqrt(p + 0.01)
yb(l) - 0.1/sqgrt(p + 0.01) 1;
Nint = 10

# untuk relatif error le-3

x = linspace(-0.1,0.1,Nint+1);

solinit.x = x;

solinit.y = repmat ([0 10]’,1,Nint+1);
sol_a = bvpdc (case3ode,case3bc,solinit);

# untuk relatif error le-4

x = linspace(-0.1,0.1,Nint+1);

solinit.x = x;

solinit.y = repmat ([0 10]’,1,Nint+1);
options.RelTol = le-4;

sol_b = bvp4c (case3ode, case3bc,solinit,options);
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Sintaks 6: Kasus 3 pada Julia.

function case3! (du,U,p,t)

y = U[1]
dy = U[2]
dul[l] = dy
dul2] = -3*p*y/(p+t~2)"°2
end
function bc3! (residual, u, p, t)
residual[l] = u[l][1] + 0.1/sgrt(p + 0.01)
residual[2] = ul[end][1l] - 0.1/sqgrt(p + 0.01)
end
tspan = (-0.1,0.1)
init = [0, 10]
p = 10"-5

bvp3 = BVProblem(case3!, bc3!, init, tspan, p)

# untuk relatif error le-3
sol3_a = solve (bvp3b,GeneralMIRK4 (),dt=(tspan[2]-tspan[1l])/171)

# untuk relatif error le-4
sol3_b = solve (bvp3b,GeneralMIRK4 (),dt=(tspan[2]-tspan[1l])/630)

Solusi Octave dengan RelTol 1e-3 Solusi Octave dengan RelTol 1e-4
15 15
— Solusi Numerik — Solusi Numerik
= Solusi Eksak = Solusi Eksak
1 1 /,.—rﬂ-—*—v—*—.-—»—
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5
4 — p I
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
(a) (b)
Solusi Julia dengan RelTol 1e-3 Solusi Julia dengan RelTol 1e-4

10 |

Solusi Numerik

Solusi Numerik
@ Ssolusi Eksak

@ Solusi Eksak

-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

Gambar 3: Solusi masalah nilai batas pada kasus 3 menggunakan Octave dengan
toleransi (a) 1073 dan (b) 10~ serta Julia dengan toleransi (c¢) 1072 dan (d) 10~%.

Gambar 3 menunjukkan solusi masalah nilai batas pada kasus 3 menggunakan
Octave dengan toleransi 10~2 dan 10~ serta Julia dengan toleransi 1072 dan 1074,
Dengan toleransi relatif error 1073 dan 10 sub-interval awal, proses simulasi pada
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Octave menghasilkan sub-interval akhir sebanyak 171 sub-interval untuk memenuhi
estimasi relatif error yaitu 1073, Waktu yang diperlukan untuk menyelesaikan ka-
sus tersebut yaitu 18621.2 detik. Karena waktu komputasi pada Octave sangat
lama, proses simulasi hanya dijalankan sekali. Dengan kondisi yang sama, simulasi
dikerjakan pada Julia dengan ukuran langkah dt = (0.1 — (—0.1))/171. Waktu rata-
rata dari 5 kali percobaan simulasi pada Julia yaitu 3.2 detik. Jauh lebih cepat
dibandingkan Octave. Dengan diketahuinya solusi eksak dari masalah nilai batas,
relatif error dari solusi Octave dan Julia secara berturut turut dapat dihitung, yaitu
0.0048526 dan 0.000242. Berdasarkan waktu komputasi dan akurasi untuk kasus 3,
Julia jauh lebih efisien dibandingkan Octave dengan mengurangi waktu komputasi
dari 5 jam menjadi 3.2 detik. Selain itu, error yang dihasilkan oleh solusi Julia 20
kali lebih rendah daripada error solusi Octave.

Dengan toleransi relatif error 10* dan 10 sub-interval awal, proses simu-
lasi pada Octave menghasilkan sub-interval akhir sebanyak 630 sub-inteval untuk
memenuhi estimasi relatif error yaitu 107*. Waktu yang diperlukan untuk menye-
lesaikan kasus tersebut yaitu 187434.2 detik atau sekitar 52 jam atau lebih dari
2 hari. Dengan kondisi yang sama, simulasi dikerjakan pada Julia dengan ukuran
langkah dt = (0.1 — (—0.1))/630. Waktu rata-rata dari 5 kali percobaan simulasi
pada Julia yaitu 30.5 detik. Dengan diketahui solusi eksak dari masalah nilai batas,
relatif error dari solusi Octave dan Julia secara berturut turut adalah 0.00073713
dan 7.5 x 10~ 7. Berdasarkan waktu komputasi dan akurasi, Julia jauh lebih efisien
dibandingkan Octave dengan mengurangi waktu komputasi yang lebih dari 2 hari
menjadi 30.5 detik. Selain itu, error yang dihasilkan oleh solusi Julia jauh lebih
rendah daripada error solusi Octave.

3.4. Kasus 4 (MNB Dengan Parameter Bebas)

Pada kasus ini, diberikan suatu masalah nilai batas dengan suatu parameter yang
tidak diketahui. Baik Octave maupun Julia, keduanya tidak menyediakan penye-
lesaian masalah nilai batas dengan suatu parameter yang tidak diketahui nilainya
seperti fungsi bvp4c pada MATLAB. Oleh karena itu, diperlukan sedikit modifikasi
pada masalah nilai batas supaya nilai parameter yang tidak diketahui tersebut
diperoleh. Modifikasi yang dimaksud adalah memisalkan parameter A menjadi su-
atu peubah sehingga nilai turunan dari A bernilai nol. Dengan memecah persamaan
differensial orde 2 menjadi sistem persamaan diferensial orde pertama, diperoleh
sistem persamaan dari kasus 4, yaitu

Y1 =12
Yy = (X — 2q cos 2z)y (3.3)
=0

dengan parameter ¢ = 5 serta nilai batas y’'(0) = 0, ¥'(7) = 0 dan y(0) = 1. Nilai
parameter A merupakan vektor solusi dari peubah ketiga dari masing-masing solver.
Karena nilai turunan p bernilai nol, solusi peubah ketiga akan bernilai sama untuk
semua titik = solusi yang diperoleh. Nilai parameter A tersebut bergantung pada
nilai tebakan awal yang digunakan. Beberapa penelitian sebelumnya menggunakan
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Mo = 15 sebagai nilai tebakan awal dan hasil nilai parameter A yang diperoleh
adalah 17.0966. Dengan nilai tebakan awal untuk peubah y dan 3’ masing-masing
yaitu 1 dan 0 serta nilai tebakan parameter, yaitu A\g = 15, berikut merupakan
sintaks untuk menyelesaikan masalah nilai batas kasus 4 dengan estimasi toleransi
relatif error sebesar 107° pada Octave dan Julia.

Sintaks 7: Kasus 4 pada Octave

function res = casedbc (ya,yb)
res = [ ya(2)
yb (2)
va(l) - 11;
endfunction
function du = casedode (x,u)
q =5
y = u(l);dy = u(2);p = u(3);
du = [dy; —(p - 2xgxcos(2xx))+y; 0];
endfunction
Nint = 10

solinit.x = linspace(0,pi,Nint+1);

solinit.y = repmat([1,0,15]’,1,Nint+1);
options.RelTol = le-5;

sol = bvp4dc (Qcasedode, @casedbc,solinit, options)

Sintaks 8: Kasus 4 pada Julia

function cased! (du, U, pp, x)

qa=>5
y, dy, p = U
du = [dy; —(p - 2xgxcos(2xx))xy; 0]

end
function bc4d! (residual, u, p, t)

residual([l] = u[l][2]

residual [2] = ulend] [2]

residual[3] = u[l][1] - 1

end

tspan = (0,Floaté4 (pi)

init = [1,0,15]

bvp4 = BVProblem(case4!, bc4!, init, tspan)

sold = solve (bvp4, GeneralMIRK4 (),dt = (tspan[2]-tspan[l])/61)

Dengan toleransi relatif error 10~° dan banyak sub-interval awal 10, proses sim-
ulasi pada Octave menghasilkan sub-interval akhir sebanyak 1276 sub-interval untuk
memenuhi estimasi relatif error yaitu 107° dalam waktu yaitu 140813.1 detik atau
lebih dari 39 jam. Hasil yang diperoleh adalah nilai A\ konvergen menuju A\ = 7.4362.
Selanjutnya, dengan kondisi yang sama, simulasi dikerjakan pada Julia dengan uku-
ran langkah dt = 7/1276. Waktu rata-rata dari 5 kali percobaan simulasi pada Julia
dengan banyak sub-interval 1276 yaitu 304.8 detik. Dari proses tersebut, diperoleh
nilai parameter A konvergen menuju A = 17.096582. Selain dengan toleransi relatif
error 107°, sebelumnya simulasi telah dilakukan dengan beberapa nilai toleransi
pada Octave dan Julia dengan hasil masing-masing dapat dilihat pada Tabel 1 dan
2 berikut.

Tabel 1: Solusi Kasus 4 untuk beberapa nilai toleransi relatif error pada Octave.

Toleransi  Waktu komputasi (detik) Banyak sub-interval —Parameter A

1072 646.7 61 7.5250
1073 2115.6 153 7.4666
1074 36399.8 630 7.4520

1075 140813.1 1276 7.4362
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Tabel 2: Solusi Kasus 4 untuk beberapa sub-interval pada Julia. Waktu komputasi
adalah rata-rata dari 5 kali percobaan.

Banyak sub-interval =~ Waktu komputasi (detik) Parameter A

61 1.0 17.096686
153 4.2 17.096584
630 73.5 17.096582
1276 304.8 17.096582

Dari kedua percobaan, nilai parameter A yang diperoleh dari Octave dan Julia
konvergen ke dua nilai yang berbeda, masing-masing A = 7.4362 dan A = 17.46854.
Berdasarkan nilai komputasi pada MATLAB [2], beberapa nilai parameter yang
memenuhi masalah nilai batas pada kasus 4 adalah A\ = 17.096582 untuk tebakan
awal \g = 15, A = 36.3609 untuk tebakan awal \g = 5, dan A\ = 7.44911 untuk
tebakan awal Ay = 9. Meskipun berbeda, kedua nilai parameter yang dihasilkan
oleh Octave dan Julia merupakan nilai parameter yang memenuhi masalah nilai
batas pada Kasus 4. Namun, nilai parameter yang dihasilkan oleh Octave memiliki
akurasi yang rendah meskipun menggunakan toleransi relatif error 1075, yaitu nilai
parameter memiliki error sekitar 0.01 terhadap solusi MATLAB. Sementara itu,
nilai parameter yang dihasilkan oleh Julia memiliki nilai error yang jauh lebih
rendah dibanding Octave. Dengan sub-interval 1276, parameter yang dihasilkan oleh
Julia memiliki kemiripan paling sedikit 6 angka desimal dengan solusi MATLAB.
Selain itu, waktu komputasi pada Julia jauh lebih cepat dibandingkan Octave yaitu
sebesar 400-600 kali lebih cepat. Adapun solusi y(z) yang diperoleh dari Octave
dan Julia dengan nilai parameter A yang bersesuaian dapat dilihat pada Gambar 4
berikut.

Octave dengan A = 7.44911 Julia dengan A=17.096582

15 1.0
1
05 0.5}
0
0.0
-05
-1
—-0.5}
15
0 0.5 1 15 2 25 3 0 1 > 3

Gambar 4: Solusi numerik masalah nilai batas kasus 4 menggunakan (a) Octave
dan (b) Julia



Akurasi dan Efisiensi Solusi PDB dengan MNB pada Julia dan Octave 43

3.5. Kasus 5 (Masalah Kontrol Optimum)

Pada kasus ini, diberikan suatu masalah kontrol optimum. Melalui prinsip maksi-
mum Pontryagin [11], masalah kontrol optimum pada kasus 5 dapat diubah menjadi
masalah nilai batas seperti Persamaan 2.8. Berikut merupakan sintaks penyelesaian
masalah nilai batas kasus 5 pada Octave dan Julia.

Sintaks 9: Kasus 5 pada Octave

function dydx = case5ode (x,z)

dydx = [z (1) "2-z(2)/20
2%z (1) - 2xz(1l)*z(2)];
end
function res = casebbc (ya,yb)
res = [ ya(l)-2
yb(1)-11;
end
Nint = 9

x = linspace(0,10,Nint+1);

solinit.x = linspace(0,10,Nint+1);
solinit.y = repmat ([2,1]’,1,Nint+1);

sol = bvp4c (@casebode, @caseSbc, solinit);

Sintaks 10: Kasus 5 pada Julia

function case5! (du,U,p,x)

v,z = U
dull] = y"2-(z/20)
dul2] = 2%y — 2%y*z
end
function bch! (residual, u, p, t)
residual[l] = u[l][1l] - 2
residual[2] = ulend][1] - 1
end
tspan = (0,10)
init = [2,1]
bvp5 = BVProblem(case5!, bch!, init, tspan)
sol5 = solve (bvp5, GeneralMIRK4 (),dt = (tspan[2]-tspan[l])/225);

Octave
2 . ! ! Julia
k 2r
0 ¥
0 .
-2 ol
4 -4t
6 —6r —— Solusi optimal Y
— Solusi optimal Y —— Solusi kontrol V
=+ Solusi kontrol V -8t
8 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
0 2 4 6 8 10

(a)

Gambar 5: Solusi numerik masalah nilai batas kasus 5 menggunakan (a) Octave
dan (b) Julia

Seperti sebelumnya, simulasi dikerjakan pada Octave terlebih dulu dengan
banyak sub-interval awal 9. Proses simulasi pada Octave menghasilkan sub-interval
akhir sebanyak 225 sub-interval untuk memenuhi estimasi relatif error yaitu 10~3
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dalam waktu 14263.5 detik. Dengan kondisi yang sama, simulasi dikerjakan pada
Julia dengan ukuran langkah dt = 10/225. Waktu rata-rata dari 5 kali percobaan
simulasi pada Julia yaitu 1.9 detik. Sama seperti sebelumnya, untuk menyelesaikan
masalah kontrol optimum, Julia menghasilkan solusi jauh lebih cepat dibandingkan
Octave. Solusi optimum y dan kontrol v dari kasus 5 yang dihasilkan dapat dilihat
pada Gambar 5. Adapun solusi yang diperoleh Octave serupa dengan solusi yang
diperoleh Julia.

3.6. Akurasi dan Efisiensi

Pada kelima kasus yang dibahas, semua kasus menunjukkan bahwa waktu komputasi
dari Julia jauh lebih cepat dibandingkan Octave untuk menyelesaikan masalah nilai
batas. Selain itu, akurasi dari solusi yang dihasilkan oleh Julia lebih baik diband-
ingkan Octave, yang ditunjukkan oleh nilai relatif error terhadap solusi sebenarnya.
Rangkuman waktu komputasi dan relatif error penyelesaian masalah nilai batas
pada Octave dan Julia dapat dilihat pada Gambar 6 berikut.

5 8 +
10 _>
b
o 10
G 104 * @ Kasus 1 5
ko) @ Kasus 2 “ ° @ Kasus 1
=] % Kasus 3 RelErr 1e-3 F= —4 * % Kasus 3 RelErr le-3
o 103 ! @ Kasus 3 RelErr 1e-4 © 10 * @ Kasus 3 RelErr le-4
g @ Kasus 4 RelErr 1e-2 g @ Kasus 4 RelErr 1e-2
>4 9] Y Kasus 4 RelErr 1e-3 - Y Kasus 4 RelErr le-3
=] 102 O Kasus 4 RelErr le-4 o —6 g O Kasus 4 RelErr 1e-4
g 6 <> Kasus 4 RelErr 1e-5 8 10 ° < Kasus 4 RelErr 1e-5
g 1 L} Y Kasus 5
10 M s
0 g 10
10 °
Julia Octave Julia Octave

(a) (b)

Gambar 6: Perbandingan waktu komputasi dan relatif error penyelesaian masalah
nilai batas pada Octave dan Julia

Dari Gambar 6 dapat dilihat bahwa waktu komputasi Julia yang paling lama
yaitu pada kasus 4 dengan estimasi error 10~° bahkan lebih cepat daripada waktu
komputasi Octave yang paling cepat yaitu pada kasus 4 dengan estimasi error 1072.
Jika dibandingkan untuk setiap kasus, waktu komputasi Julia rata-rata sekitar 2500
kali lebih cepat dibandingkan Octave untuk menyelesaikan masalah nilai batas. Dari
sisi akurasi, relatif error yang dihasilkan Julia juga jauh lebih kecil dibandingkan
Octave. Relatif error Julia yang terbesar yaitu pada kasus 3 dengan estimasi error
10~3 lebih kecil daripada relatif error Octave yang terkecil yaitu pada kasus 3
dengan estimasi error 10~%. Jika dibandingkan untuk setiap kasus, relatif error
Julia rata-rata sekitar 10° kali lebih kecil dibandingkan Octave untuk menyelesaikan
masalah nilai batas.

4. Kesimpulan

Bahasa pemrograman Julia dan Octave memiliki rutin untuk menyelesaikan
masalah nilai batas dengan sintaks yang serupa menggunakan metode kolokasi.
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Sedikit berbeda dengan MATLAB, rutin pada Octave maupun Julia tidak menye-
diakan fasilitas untuk menghitung masalah nilai batas dengan suatu parameter yang
tidak diketahui. Namun, masalah semacam itu dapat diselesaikan dengan memo-
difikasi masalah nilai batas. Dari lima kasus yang diberikan, Julia mampu menye-
lesaikan masalah nilai batas dengan lebih akurat dan efisien dibanding Octave. Hal
ini didasarkan pada waktu komputasi Julia yang memiliki kecepatan rata-rata seki-
tar 2500 kali lebih cepat dibandingkan Octave. Sementara itu dari sisi akurasi, Julia
lebih akurat dengan relatif error rata-rata sekitar 10° kali lebih kecil dibandingkan
Octave.

Berbeda dengan Julia yang sedang berkembang pesat, rutin penyelesaian
masalah nilai batas yang tersedia pada Octave sudah tidak dilanjutkan (discon-
tinued). Dengan demikian, meskipun fungsi bvp4c dapat digunakan pada Octave,
waktu yang diperlukan cukup lama karena fungsi tersebut tidak mengalami perkem-
bangan lebih lanjut. Jadi sebagai saran, jika diperlukan penyelesaian masalah ni-
lai batas pada Octave, lebih baik untuk mengembangkan fungsi dengan metode
lain yang lebih sederhana seperti shooting method [12,13], maupun finite difference
[14,15]. Akan tetapi, jika diperlukan rutin yang sudah andal dalam menyelesaikan
masalah nilai batas dengan lebih cepat, dapat digunakan rutin yang tersedia pada
Julia.
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