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Abstrak. Masalah kontrol optimal kontinu merupakan masalah kotrol optimal yang saat
ini telah digunakan dalam berbagai bidang. Tujuan masalah kontrol optimal kontinu ini
adalah memaksimumkan fungsi tujuan J(u) yang memuat faktor diskon e~®?. Eksistensi
dari pengontrol u(t) sangat bergantung pada konstrain yang diberikan. Oleh karena itu,
akan dikaji syarat cukup yang menjamin eksistensi kontrol optimal u*(¢) yang memenuhi
konstrain yang berupa persamaan diferensial &(t) = g(¢, z(t), u(t)). Selain itu diberikan
beberapa contoh sebagai ilustrasi untuk memperkuat keberlakuan syarat cukup tersebut.
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1. Pendahuluan

Masalah kontrol otimal kontinu merupakan masalah penentuan suatu pengontrol
u(t), t € R yang memaksimumkan fungsi tujuan

T
max J(u) = S(z(T),T) —l—/o ft,z(t),u(t))dt

st z(t) =gt z(t),u®)), t€[0,7T] (1.1)
x(0) = zo, z(T) diberikan atau bebas,

di mana x adalah variabel keadaan dan u adalah variabel kontrol, dengan x, u €
C?([0,T]) = {y(t) | i ada dan kontinu pada [0, T]}.

Model optimisasi (1.1) sering muncul dalam aplikasi, terutama dalam biologi
[6], kesehatan [2], ekonomi [3]. Khusus dalam bidang ekonomi, fungsi tujuan yang
digunakan sering memuat suatu faktor diskon e~ di mana 0 < a < 1, sehingga
fungsi tujuan berbentuk

T
J(u):S(:v(T)7T)+/O e f(t,x(t), u(t))dt. (1.2)

Dalam paper ini, akan dikaji syarat cukup yang menjamin eksistensi pengontrol ()
yang memenuhi persamaan diferensial @(t) = g(¢, z(¢), u(t)) dan memaksimumkan
fungsi objektif (1.2).
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2. Penyelesaian Masalah Kontrol Optimal yang Memuat Faktor
Diskon

Perhatikan masalah kontrol optimal berikut.

T
max J(u) = S(a:(T),T)—F/() e f(t,z(t),u(t))dt,

st @) = glt,2(), u(t)), (2.1)
2(0) = xg, z(T) bebas atau diberikan,

di mana z € C?%([0,T]) adalah variabel keadaan dan u € C?([0,T]) adalah variabel
kontrol. Selanjutnya, akan ditentukan pengontrol u yang memenuhi konstrain (2.1)
sekaligus memaksimumkan fungsi tujuan (2.1).

Definisikan Lagrangian sebagai berikut.

T
L(z,u,\) = S(z(T),T) +/O e (f(t,z(t),u(t))
+ A (g(t, z(t), u(t)) — (1)) dt, (2.2)

di mana A(t) adalah pengali Lagrange. Asumsikan o = 0, maka persamaan (2.2)
menjadi

T
L(z,u,A) = 5(x(T),T) +/O [f (&, 2(t), ult)) + A)g(t, (1), u(t)) — A(t)@(t)]dt,

= S5((T),T) +/OT [f(tx(t), u(t) + A()(g(t, z(t), u(t))
+ 2(OAD)]dE + A(0)2(0) — NT)x(T). (2.3)
Definisikan fungsi H sebagai berikut.
H = f(t,2(t),u(t) + Ag(t, z(t), u(t)). (2.4)
Maka (2.3) dapat ditulis menjadi
L = S(T),T) + /OT [H(t, (), u(t), \(t)) + z(t)A(1)]dt
+ A0)z(0) — A(T)z(T). (2.5)

Fungsi H ini disebut sebagai fungsi Hamiltonian [5].
Misalkan u*(t) adalah kontrol optimal dan z*(t) adalah keadaan optimal yang
diinginkan, maka

u(t) = u*(t) +ep(t),
z(t) = z*(t) + £q(t),
z(T) = a*(T) + edz(T),

di mana p(t), q(t) € C*([0,T]) dan € > 0.

L
Dengan menggunakan syarat ekstrim % = 0, diperoleh
OL  9S(x(T,¢e),T) +/ <(‘3H Ox

0

0x(T,¢)
% = 9% — A= )d—/\(T)

Oe

o tA5s =0. (2.6)
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Dengan menggunakan aturan rantai, maka (2.6) menjadi
oL ([0S T r/oH | oOH

Dari (2.7) dan konstrain pada (2.1) diperoleh bahwa syarat perlu agar «* merupakan
kontrol optimal adalah

. OH
T = = g(t, x(t), u(t)),
_ _9H
T oz
0H
Ju
oS
ANT) = e (2.8)

Teorema 2.1. [4] Untuk masalah kontrol optimal (2.1), misalkan fungsi f dan g
memenuhi syarat berikut,

(1) fungsi yang kontinu dalam (z,u,t),
(2) memiliki turunan parsial pertama terhadap x dan u,
(3) concave dalam (x,u) untuk setiap (z,u) € C?([0,T)).

Jika (t,x*,u*) memenuhi (2.8) maka u* memaksimumkan fungsi tujuan (2.1) deng-
an o = 0.

Bukti. Karena f concave dalam (z,u), maka berlaku

T
J(w) — J(u*) = S(z(T), T) — S(z*(T),T) +/0 Fltz,u) — F(t 2", ut)dt,
< S (z™(7),T)(2(T) — 2*(T)),
T
[ e ) = o) = At ) -
0
< Se(@™(T), T)(x(T) — 2™(T))

+ /0 [—(A 4+ Aga) (@ — %) — Agu(u — u*)]dt,
Sp(a(T), T)(x(T) — 2*(T)) — MT)(2(T) — 2*(t)) + A(0)(x(0) — z*(0))

T
+ / NG — )t — Ago (e — 2°) — Agu(u — u*)]dt,
0

T
MO (0) ~ 2 (O) + [ Alglt,z,0) = glt,a",u")
0
— go(x — 2%) — gy (u — u™)]dt. (2.9)
Karena f concave dalam (z,u), maka komponen dalam integral adalah non positif.
Selanjutnya, karena x(0) tetap, maka 2(0) = xo = 2*(0). Sehingga J(u)—J(u*) < 0,

atau J(u) < J(u*), yang memperlihatkan bahwa «* merupakan pemaksimum dari
masalah (2.1). |
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Selanjutnya, jika 0 < o < 1 maka Hamiltonian dapat ditulis sebagai
H =e " f(t,x(t),u(t)) + \g(t, 2(t), u(t)). (2.10)
Dengan menggunakan Current Value Hamiltonian, maka syarat perlu (2.8) menjadi

. OH oM _,, OH

TN T " T om
A= —H, + am(t),
OH
ou =0
08
m(T) = L (2.11)

Proses di atas telah membuktikan teorema berikut untuk menentukan solusi optimal
masalah kontrol optimal (2.1).

Teorema 2.2. [5] Jika (z*(t),u*(t)) yang memenuhi kondisi pada (2.11) dan H
adalah concave dalam (z,u) maka u*(t) adalah optimal untuk masalah kontrol op-
timal (2.1).
3. Contoh

Perhatikan masalah kontrol optimal berikut.

1
1
max J(u) z/ —u?e V" Ptdt
O 2

s.t. & = —x 4+ u,
x(0) = 2, x(1) bebas.
Akan ditentukan kontrol optimal dari masalah di atas.
1
H(z,u,t) = §u2 +m(—z +u)

Berdasarkan (2.11) diperoleh syarat ekstrim sebagai berikut.

(1) %—Z:u+m20:>u:—m,
(2) m:—%—i—am,

1 — 1.5m = 0,
3) & =—z+u,

T+ =u1u.

Karena z(1) bebas maka A(1) = 0. Misalkan D = < maka syarat ekstrim (2) dan
(3) dapat disubtitusikan sebagai berikut.

(D—-15)(&¢+x) = (D —1.5)(—m),
D(i+x) — 1.5(¢ + ) = D(—m) — (1.5)(—m),
i+ @ — 1.5¢ — Lbx = — (i — 1.5m),
i —0.5¢ — 1.5z = 0. (3.1)
Persamaan karakteristik dari persamaan (3.1) adalah

r? —0.5r — 1.5 =0, (3.2)
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sehingga diperoleh solusi

akibatnya

u=(D+1)x=(D+1)(Ae’® + Be™") = 2.54¢""
m = —u=—(2.54e").
Selanjutnya diperoleh syarat awal sebagai berikut.
z(0)=A+B=2. (3.3)
m(1) = —2.54e"5.
Dari (3.3) dan (3.4) diperoleh

2 2(elS - 1)
A=2-Sx=—"5—
2

el 5’

Jadi, kontrol optimalnya adalah sebagai berikut.

2 1.5 _ 1
W) = 2,545 = 2.5(%)61&

3

dan keadaan optimal adalah :

2(el® — 1) 2

Fr\ 1.5¢ —t
¥ (t) = (7615 Je' >t 4 617'56 .
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