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Abstrak. Ruang metrik cone merupakan suatu himpunan tak kosong X yang
dilengkapi oleh pemetaan d dari X x X ke ruang Banach dan memenuhi beberapa
aksioma. Selanjutnya didefinisikan titik tetap = € X dari suatu pemetaan 7. Dengan
memanfaatkan konsep kekonvergenan barisan pada ruang metrik cone, diperoleh bahwa
pemetaan kontraktif pada ruang metrik cone lengkap memiliki titik tetap tunggal.

Kata Kunci: Konvergen, Ruang Metrik, Ruang Metrik Cone dan Titik Tetap

1. Pendahuluan

Analisis fungsional merupakan salah satu cabang dari matematika analisis klasik.
Pada analisis fungsional dibahas mengenai "ruang” yang disertai dengan ”fungsi”
yang terdefinisi pada ruang tersebut. Sebagai contoh, ruang vektor yang disertai
”fungsi norm” dinamakan sebagai "ruang norm”. Selanjutnya himpunan tak kosong
yang disertai ”fungsi jarak” dinamakan sebagai "ruang metrik”.

Fungsi jarak pada ruang metrik merupakan fungsi bernilai riil [4]. Pada
ruang metrik berlaku konsep kekonvergenan barisan. Salah satu teorema yang
memanfaatkan konsep kekonvergenan pada ruang metrik adalah teorema titik tetap
Banach.

Teorema titik tetap Banach menjadi landasan dari teorema eksistensi dan
ketunggalan dalam matematika analisis. Bentuk perluasan dari ruang metrik adalah
ruang metrik cone, dimana fungsi jarak pada ruang metrik cone merupakan suatu
pemetaan menuju ruang banach. Pada ruang metrik cone juga terdapat konsep
kekonvergenan barisan seperti pada ruang metrik sehingga teorema titik tetap juga
dapat diterapkan pada ruang metrik cone.

Dalam artikel ini akan dikaji kembali tentang konsep kekonvergenan pada ruang
metrik cone dan menganalisis keberadaan dan ketunggalan titik tetap pada ruang
metrik cone dengan merujuk artikel dari Huang Long-Guang dan Zhang Xhian [5].

*Penulis Korespondensi
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2. Landasan Teori

2.1. Ruang Banach

Definisi 2.1. [4] Misalkan X suatu ruang vektor. Norm pada X adalah suatu fungsi
bernilai riil yang dinotasikan oleh || - || sedemikian sehingga untuk setiap x,y € X
dan o konstan berlaku :

(1) ol 20:
(2) lall =0 & = = 0;
(9) lloa]| = lo]l]; dan

(4) Nl +yll < llzll + llyll-
Pasangan terurut (X,| - ||) disebut ruang norm.

Dalam tulisan ini, ruang norm (X, || - ||) dinotasikan dengan X.

Contoh 2.2. Misalkan X = R"™ adalah suatu ruang vektor, didefinisikan suatu

norm ||z|| = Y. (|zi]). Maka R™ adalah ruang norm.
i=1

Bukti. Ambil sebarang o € R dan z,y € R" dimana x = (21,22, x3, - ,Z,) dan
Y= (Y192, Y3, " 1 Yn)-

(1) Karena |z;| > 0 untuk setiap ¢ = 1,2,3,--- ,n. Maka |z|| = > |z;] > 0.
i=1
Terbukti ||z| > 0.
(2) Akan ditunjukkan ||z|| =0 < = =0.
(=) Misalkan ||z|| = 0, akan ditunjukkan = = 0.
Untuk sebarang x; € R, |z;| = 0 jika dan hanya jika 2; = 0. Andaikan terdapat
x; # 0, akibatnya ||z|| = > |x;| > 0. Maka haruslah x; = 0 untuk setiap
i=1
i=1,2,3,---,n atau dengan kata lain x = 0.
(<) Misalkan x = 0, akan ditunjukkan ||z|| = 0.

Karena * = 0, maka z; = 0 untuk setiap ¢« = 1,2,3,--- ,n. Akibatnya
]| = _Zl(I%I) =0.

Terbukti |z|| =0« z=0.
(3) Akan ditunjukkan |azx| = |a||z]|.

n

laz|| = Jaz;

i=1
= |ax| + |aws| + |aws| + - - - |awn|
= laflz1| +[of|zo| + [allzs| + - - + |af|zn]

= |||z
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(4) Akan ditunjukkan ||z + y|| < ||z|| + ||y
n
lz+yll = |z + vil
i=1
= |z +yi| + [v2 + ol + |23 +y3| + - + |20 + Yl
<zl + [yl + 22| + ly2| + |zs| + lys| + - + |2n| + [ynl
= [@1] + [@o] + @3] + - + |zn| + |ya] + 2l + lys| + -+ + [yn]
=zl + llyll-

Terbukti bahwa R™ ruang norm. O

Berikut diberikan definisi kekonvergenan barisan pada ruang norm.

Definisi 2.3. [4] Misalkan (x™) suatu barisan pada ruang norm X. Barisan (z(™)
dikatakan konvergen ke x € X jika lim ||z — z|| = 0, kemudian dinotasikan
n—oo

dengan ||z — z|| — 0.

Definisi 2.4. [4] Suatu barisan (™) pada ruang norm X disebut barisan Cauchy
Jika untuk setiap € > 0 terdapat N(.) € N sedemikian sehingga untuk setiap m,n € N
dengan m,n > N berlaku ||z(™) — z(™)|| <.

Pada tulisan ini digunakan kriteria kekonvergenan Cauchy pada bilangan riil.

Lema 2.5. [1] Kriteria Kekonvergenan Cauchy: Barisan bilangan riil
dikatakan konvergen jika dan hanya jika barisan tersebut merupakan barisan
Cauchy.

Definisi 2.6. [4] Suatu ruang norm X dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy
pada ruang norm tersebut konvergen pada X. Ruang norm lengkap disebut ruang
Banach.

Contoh 2.7. Ruang norm pada Contoh 2.2 merupakan ruang Banach.

Bukti. Misalkan (z(™)) sebarang barisan Cauchy pada ruang norm R™
dimana (z(™) = (xgm),:cém),xgm),--~ ,x&m)). Karena (z(™) merupakan barisan
Cauchy, untuk setiap € > 0 terdapat N() € N sedemikian hingga untuk setiap
k,l € N dimana k,l > N berlaku:

o =20 =3t — | < e
i=1

Akibatnya untuk setiap ¢ = 1,2, 3, -+ ,n berlaku:

2 — 20 < e

Maka untuk sebarang i, barisan (xl(l), 33(-2), x§3)7 o

p -) merupakan barisan Cauchy di

R. Berdasarkan Kriteria Kekonvergenan Cauchy, barisan (3351),:61(-2),3653), -++) kon-
vergen ke suatu x; € R. Karena i sebarang, maka z("™ konvergen ke suatu z € R™.
Karena (2(™)) sebarang barisan Cauchy di R™, maka R™ merupakan ruang norm

lengkap. O



Teorema Titik Tetap Pada Ruang Metrik Cone 271

2.2. Cone

Pada subbab ini akan dijelaskan mengenai lingkungan, himpunan terbuka dan
himpunan tertutup.

Definisi 2.8. [6] Misalkan X suatu ruang norm, a € X dan ¢ > 0. Lingkungan—e
dari a didefinisikan oleh Vi (a) = {z € X; ||z —a|| < €}.

Definisi 2.9. [4] Misalkan X ruang norm, P C X dan p € P. Titik p merupakan
titik interior di P jika terdapat € > 0 sedemikian sehingga V(¢ (p) C P. Himpunan
titik interior P dinotasikan sebagai P°.

Definisi 2.10. [6] Misalkan X suatu ruang norm dan P C X. Himpunan P
dikatakan terbuka jika untuk setiap p € P berlaku p € P°.

Definisi 2.11. [6] Misalkan X suatu ruang norm dan P C X. Himpunan P
dikatakan tertutup jika himpunan P komplemen (P€) terbuka.

Contoh 2.12. Misalkan ruang norm R? dengan norm yang didefinsikan oleh
lz]| = |z1| + |x2| dan P = {(x1,x2); 1,22 > 0}. Himpunan P adalah himpunan
tertutup.

Bukti. Akan ditunjukkan P° = R? — P merupakan himpunan terbuka. Perhatikan
bahwa P¢ = {(z1,z2);x1 < 0 atau 22 < 0}. Ambil sebarang p = (p1,p2) € P akan
ditunjukkan bahwa p € (P€)°.
(1) Kasus 1 : p; <0.

Pilih e = — . Akibatnya V(_x1)(p) C P¢, dengan kata lain p € (P9)°.
(2) Kasus 2 : p2 <0

Pilih e = — . Akibatnya V(_z(p) C P*, dengan kata lain p € (P9)°.

Terbukti P¢ himpunan terbuka. O

Selanjutnya akan diberikan definisi dari cone.

Definisi 2.13. [5] Misalkan P C E dan E adalah ruang Banach. P dikatakan cone
jika dan hanya jika memenuhi kondisi berikut:

(1) Himpunan P bukan himpunan kosong, dan P # {0}.

(2) Himpunan P merupakan himpunan tertutup.

(8) Untuk setiap a,b € R dan a,b >0, jika x,y € P maka ax + by € P.
(4) Jika x € P dan —x € P makax =0 .

Contoh 2.14. Diberikan ruang Banach R%. Kemudian didefinisikan P dimana
P = {(z1,22); 21,22 > 0}. Himpunan P merupakan cone.

Bukti. Ambil sebarang x,y € R% Misal 2 = (z1,22), ¥y = (y1,%2) dimana
T1,22,Y1,Y2 2 0

(1) Karena x1,x2,y1,y2 > 0, maka x,y € P. Akibatnya P # (), dan P # {0}.
(2) Berdasarkan Contoh 2.12 terbukti P tertutup.
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(3) Untuk setiap a,b > 0 berlaku ax;+by; > 0 dan axa+bys > 0. Maka ax+by € P.

(4) Misalkan z € P dan x # 0. Maka z1 > 0 atau zo > 0. Akibatnya —z; < 0 atau
—29 < 0. Perhatikan bahwa —z = (—z1, —z2). Karena —zy < 0 atau —x5 < 0,
maka —x ¢ P. Agar x € P dan —x € P haruslah z = 0.

Terbukti P merupakan cone. O

Pada suatu cone P, didefinisikan notasi urutan yang berkenaan dengan cone P.
Notasi tersebut diberikan pada definisi berikut ini.

Definisi 2.15. [2] Misalkan E ruang Banach, P C E, dan P suatu cone. Untuk
setiap x,y € E didefinisikan urutan parsial sebagai berikut :

(1) x2yey—zeP;
(2) x<y<sy—x€P, tetapi x £y ;
(8) r<ysy—ae Py

Notasi” X7,7 <7, dan” <7 merupakan notasi urutan parsial pada E.

Definisi 2.16. [5] Cone P disebut normal jika terdapat K > 0 sedemikian sehingga
untuk setiap x,y € E, berlaku

0=z =2y= |z <Kyl

2.3. Ruang Metrik Cone

Definisi 2.17. [7] Misalkan E ruang Banach dan X himpunan tak kosong. Didefi-
nisikan pemetaan d : X X X — E sedemikian sehingga untuk setiap x,y,z € X
berlaku:

(1) 0 = d(z,y);

(2) dlz,y) =0 x=y ;

(8) d(z,y) = d(y,x); dan

(4) d(z,y) 2 d(z,z) +d(z,y).

Pemetaan d disebut metrik cone pada X dan (X, d) disebut ruang metrik cone.

=

Contoh 2.18. Diberikan ruang Banach R?> | P = {(x1,12);21,79 > 0}, dan
d: R? x R? — R? didefinisikan oleh d(x,y) = (|z1 — y1|, |2 — y2|) dimana a; > 0.
Maka (R?,d) merupakan ruang metrik cone.

Bukti. Ambil sebarang x,y,2 € R? dimana = = (21,72),y = (y1,¥2),
z = (z1,22) dan a > 0 konstanta.

(1) Perhatikan bahwa d(z,y) —0 = (|21 — 1|, @|z2 — y2|). Karena |21 —y1| > 0 dan
alry — yo| > 0, maka d(z,y) — 0 € P. Terbukti 0 < d(x,y).

(2) (=) Diketahui d(z,y) = 0. Seandainya z # y, akibatnya |z — y1]| > 0 atau
a|xs — y2| > 0 . Akibatnya 0 < d(z,y), sehingga haruslah z = y.
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(<) Misalkan © = y, Perhatikan bahwa:

d(z,y) = (|lz1 — yl\,a|x2 —y2)
= (0,a0) = 0.

Terbukti d(x,y) =0 & o = y.
(3) Perhatikan bahwa:

d(z,y) = (|1 — y1], ar|w2 — y2|)
= (ly1 — 21|, aly2 — 22])
=d(y, ).

(4) Akan ditunjukkan d(z,y) =< d(z,2) + d(z,y).

d(z,y) = (|71 — y1], alza — y2|)
= (lz1 — 21+ 21 — 1], o]z — 22 + 22 — Ya2|)
= (Jz1 — 21| + |21 =yl allv2 — 22| + |22 — y2]))
= (|z2 — 22|, cufw2 — 22]) + (|21 — w1l, afz2 — y2l)
=d(z,z) + d(z,y). t

Proposisi 2.19. [7] Misalkan (X, d) ruang metrik cone, sedemikian sehingga untuk
setiap u,v,w € E berlaku:

(1) jika u < av untuk setiap o € [0,1), maka u = 0,
(2) jika 0 < u < v untuk setiap 0 < v , maka u =0,
(3) jika u < v dan v K w, maka u <K w.

Berikut ini didefinisikan titik tetap suatu pemetaan dan pemetaan kontraktif
pada ruang metrik cone.

Definisi 2.20. [4] Misalkan X sebarang himpunan tak kosong dan pemetaan
T : X — X. Suatu x € X merupakan titik tetap dari pemetaan T jika
berlaku Tx = x.

Definisi 2.21. [4] Didefinisikan metrik cone (X,d) dan pemetaan T
X — X. Pemetaan T merupakan pemetaan kontraktif pada X jika
terdapat k € R dimana 0 < k < 1 sedemikian sehingga untuk setiap z,y € X
memenuhi :

d(Tx,Ty) = kd(z,y).

3. Teorema Titik Tetap Pada Ruang Metrik Cone

Pada Bab ini akan dijelaskan beberapa konsep kekonvergenan barisan pada ruang
metrik cone dan teorema titik tetap pada ruang metrik cone.
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3.1. Kekonvergenan Barisan Pada Ruang Metrik Cone

Definisi 3.1. [5] Misalkan (X,d) ruang metrik cone. Didefinisikan barisan (z(™)
pada X . Barisan (x\™) dikatakan konvergen ke suatu x € X jika untuk setiap ¢ €
dimana 0 < c terdapat Ny € N sedemikian sehingga untuk setiap n > N(.) berlaku
d(z™,z) < c. Titik x merupakan limit dari (™)) dan dinotasikan dengan:

lim 2" =z atau (™ — 2.
n— o0

Lema 3.2. [5] Misalkan (X,d) ruang metrik cone dan P merupakan cone
normal dengan konstanta normal K. Selanjutnya didefinisikan barisan (x(”)) pada
X. Barisan (x(”)) dikatakan konvergen ke suatu x € X jika dan hanya jika
d(z™, x) — 0 untuk n,m — occ.

Bukti. (=) Misalkan (z(™) — z. Akan ditunjukkan d(z(™,z) — 0.

Ambil sebarang ¢ > 0, pilih ¢ € E dimana 0 < ¢ dan Klc[| < e. Karena
(x(”)) konvergen ke x, maka terdapat N, € N sedemikian sehingga untuk
setiap n € N dengan n > N(,) memenuhi d(z(™,z) < c. Karena d(z(",z) < c,
diperoleh d(z(™,z) < c. Karena P merupakan cone normal, maka berdasarkan
Definisi 2.16 berlaku [|d(z(™,z)| < K||c|, akibatnya ||d(z(™, )| < e. Karena e
sebarang terbukti d(z(™,z) — 0.

(«=) Misalkan d(z(™, x) — 0. Akan ditunjukkan (z(™) — z.

Ambil sebarang ¢ € E dimana 0 < ¢, pilih § > 0 sedemikian sehingga untuk
setiap 2 € E dimana ||z|| < § berlaku » < c. Karena d(z(™),z) — 0, akibatnya
[d(z(™, 2)|| = 0, dengan kata lain terdapat N(s) € N sedemikian sehingga untuk
setiap n € N dimana n > N5 berlaku ld(z™,z)|| < d, Sehingga untuk n yang
sama berlaku d(z("), r) < c. Karena c sebarang, terbukti (z(™) konvergen ke x. O

Contoh 3.3. Didefinisikan ruang metrik cone seperti pada Contoh 2.18. Misalkan
barisan (x™) di R? didefinisikan dengan (™) = (%, %) dimana B > 0 konstan.

Barisan (™) konvergen ke x = 0.

Bukti. Ambil bebarang ¢ = (c1,09) € R? dengan 0 < (c1,¢2). Pilih Ny € N

('1’ Cc2

dimana N, > sup{ L } Maka untuk setiap n > N(.) berlaku:

Karena N, > sup{é,%ﬁ}, maka, (Q-ﬁ) > 0 dan (02—%) > 0.

Akibatnya berlaku d(z(™,0) < ¢. Karena ¢ sebarang, terbukti (z(™) konvergen
ke z = 0. O

Lema 3.4. [5] Misalkan (X,d) suatu metrik cone dan diberikan suatu barisan (z(™)
konvergen pada X . Maka barisan (z(™)) konvergen ke paling banyak satu x € X.
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Bukti. Ambil sebarang ¢ € E dengan 0 < c. Andaikan barisan (2(™)) konvergen
ke z € X dan y € X, akan ditunjukkan bahwa z = y. Karena (z(")) konvergen ke x
dan y, maka berdasarkan Definisi 3.1 terdapat N(.) € N sedemikian sehingga untuk
setiap n > N berlaku d(z™, z) <« g dan d(z™,y) < g Karena d merupakan
metrik cone, dari Definisi 2.17 diketahui bahwa d(z,y) < d(z™,z) + d(z™,y),
akibatnya d(z,y) < c. Berdasarkan Proposisi 2.19 berlaku d(z,y) < c. Karena ¢
sebarang, maka berdasarkan Preposisi 2.19 diperoleh d(z,y) = 0. Dari Definisi 2.17
haruslah z = y. O

Berikut diberikan definisi barisan Cauchy pada ruang metrik cone.

Definisi 3.5. [5] Misalkan ruang metrik cone (X,d), didefinisikan suatu barisan
(J:(”)) pada X . Jika untuk setiap c € E dimana 0 < c terdapat Ny € N sedemikian
sehingga untuk setiap m,n € N dimana n,m > N, berlaku d(x("),ﬂc(m)) < ¢,
maka (z) disebut barisan Cauchy pada X .

Contoh 3.6. Diberikan ruang metrik cone seperti Contoh 2.18. Barisan (x(")) yang
didefinisikan pada Contoh 3.3 merupakan barisan Cauchy.

Bukti. Ambil sebarang ¢ = (c1,¢2) € R? dengan 0 < c. Pilih N(.y € N dimana
Ny > sup {3 2%5} Maka untuk setiap m,n > N berlaku :

c1’

(22 G2 () 9) ()9

)

Karena N > sup{%ﬂ% maka, (01—%) > (0 dan (02—2%) > 0.

Akibatnya berlaku d(z(™) 2(")) < c. Karena c sebarang, terbukti (z(™)) barisan
Cauchy. O

Lema 3.7. [5] Misalkan (X,d) suatu ruang metrik cone dan (™) suatu barisan
pada X . Jika (™) konvergen ke x, maka (™) adalah barisan Cauchy.

Bukti. Ambil sebarang ¢ dimana 0 < c. Karena barisan (x(")) konvergen,
maka terdapat Ny € N sedemikian sehingga untuk setiap n,m > N berlaku
d(z™,z) < £ dan d(z™),z) < £. Perhatikan bahwa :

d(z™, 2™ < d(z™ | z) + d(z™), z)

<<C—|-C
-+ - =c
2 2
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Terbukti (z(™) Cauchy. O

Lema 3.8. [5] Misalkan (X,d) suatu ruang metrik cone dan P merupakan cone
normal dengan konstanta normal K. Didefinisikan barisan (:E(”)) pada X . Barisan
(™)) merupakan barisan Cauchy jika dan hanya jika d(z(™,2(™) — 0 untuk
n,m — o0o.

Bukti. (=) Misalkan (z(™)) adalah barisan Cauchy. Ambil sebarang ¢ > 0, pilih
¢ € E dimana 0 < ¢ dan K|¢| < e. Karena (z(™) adalah barisan Cauchy,
maka terdapat N( € N sedemikian sehingga untuk setiap n,m > N berlaku
d(z(™, (M) <« ¢. Karena P adalah cone normal, maka untuk n,m > Ny juga
berlaku ||d(z(™,z(™)|| < K||c|| < e. Karena € sebarang maka ||d(z™,z(™)|| — 0,
yang berarti bahwa d(z(™), (™)) — 0.

(<) Misalkan d(z(™,z("™) — 0. Untuk sebarang ¢ € E dimana 0 < ¢, terda-
pat § > 0 sedemikian sehingga untuk setiap y € E dimana [ly|]] < ¢ berlaku
y < c. Karena d(z™,z(™) — 0, maka untuk § yang sama terdapat Nsy € N
sedemikian sehingga untuk setiap n,m > N(s) berlaku [|d(z(™, 2(™))|| < § sehingga
d(z™ 2™ <« ¢. Terbukti (z(™) adalah barisan Cauchy. m|

Lema 3.9. [5] Diberikan ruang metrik cone (X,d) dan P merupakan cone normal
dengan konstanta normal K. Misalkan (x™) dan (y™) merupakan barisan pada
X dimana ™ — z, dan y"™ — y maka d(z™,y™) — d(x,y) untuk n,m — oo.

Bukti. Ambil sebarang € > 0, pilih ¢ € E dimana 0 < ¢ dan ||¢|| < ;755 Karena

(") konvergenke x, dan y(™ konvergen ke y, maka terdapat N, (¢) € Nsehingga untuk
setiap n > N berlaku d(x("),x) < ¢ dan d(y("),y) < c. Dengan menggunakan
ketaksamaan segitiga diperoleh :

i) d(z™,y™) 2 d(x™, z) + d(z,y) + d(y,y™) 2 d(z,y) + 2c.
i) d(z,y) = d(z,2™) + d(@™,y™) +dy™,y) < dz™,y™) + 2.
Dari i) dan ii) diperoleh 0 < d(z,y) + 2¢ — d(z™, y(™) < 4c. Akibatnya
< Nd(@™, y™) — d(=, y) + 2¢|| + ||2¢|
< 4K |[e]| + 2]
— (K + 2] < e

Terbukti d(z™,y™) — d(x,y). |

Definisi 3.10. [5] Misalkan (X,d) ruang metrik cone, jika setiap barisan
Cauchy di X konvergen pada X, maka (X,d) disebut ruang metrik cone
lengkap.

Contoh 3.11. Ruang metrik cone yang didefinisikan pada Contoh 2.18 merupakan
ruang metrik cone lengkap.
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Bukti. Misalkan (a:(m)) sebarang barisan Cauchy pada ruang metrik cone
(R?,d) dengan z(™ = (xgm),xgm)). Karena (z(™)) merupakan barisan Cauchy,
maka untuk setiap ¢ = (c1,c2) € R? dengan 0 < ¢ terdapat N € N sedemikian
hingga untuk setiap k,! € N dimana k,[ > N berlaku

k l k !
d(@®,20) = (|2 — 20), ezl — 20)) < ¢

Akibatnya |:E(k) x(ll)| < ¢; dan |x(k) (l)| < 2. Karena c sebarang, maka
barisan (a:g ),x52)7 53), -+) dan (mél),x;m,xf),- -) merupakan barisan Cauchy di
R. Karena (acg )’xgz)’ 53), --) merupakan barisan Cauchy di R untuk i = 1,2
maka ( (2) AR -) konvergen ke suatu z; € R. Berdasarkan Kriteria Kekon-

s bg
vergenan Cauchy maka barisan (;vg ),xf),xf”), -++) konvergen ke suatu z; € R

dan (2", 22 x (3), ) konvergen ke suatu x5 € R. Dengan kata lain (2\™, 20™)

konvergen ke suatu (x1,2;) € R%. Karena (z(™)) sebarang barisan Cauchy di R?
terbukti bahwa (R?, d) merupakan ruang norm lengkap. |

3.2. Teorema Titik Tetap Pada Ruang Metrik Cone
Pada subbab ini akan dibuktikan teorema titik tetap pada ruang metrik cone.
Teorema 3.12. [5] Misalkan (X,d) ruang metrik cone lengkap dan

P cone normal dengan konstanta K. Didefinisikan pemetaan T : X — X yang
kontraktif. Maka T memiliki titik tetap tunggal di X.

Bukti. Pilih (%) € X kemudian definisikan barisan (z(™) pada X sebagai berikut:
x(l) = Tx(0)7 1’(2) = TZU(]") = T2.'L'(0)7 SN x(n) = Tx(n_l) — ... = TnfL'(O)

Karena T kontraktif, maka terdapat k € [0,1) sedemikian sehingga untuk setiap
n € N berlaku:

d(z™, 2 < kd(z M) < B2d(a™D 2D <2 k() D).

Karena (X, d) ruang metrik cone, berdasarkan Definisi 2.17 untuk setiap m,n € N
dengan n > m berlaku:

d(z™ 2y < d(z™) MDY 4 d(zmD gt g gD )
< kA 2Dy 4 k(2@ M) 4 k(2@ (W)
= (k™ +EmT 4 4 k(2@ 2 M)
= %d(x(o),x(l)).
Karena "
P cone normal, maka ||d(z(™,z(™)| < lk_ikKHd(x(o),x(l))H. Karena k < 1,

akibatnya d(z(™, z(™) — 0. Berdasarkan Lema 3.8 barisan (z(™) merupakan
barisan Cauchy pada ruang metrik cone (X, d). Karena (X, d) lengkap, berdasarkan
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Definisi 3.10 2(™ konvergen ke suatu z* € X. Berdasarkan Definisi 2.17 dan Definisi
2.21 diperoleh:

d(Tz*,z*) < d (Tx*, T:c(”)) +d (Tx(”)7 m)
=d (Tx(”), Tz:*) +d (Ta:(”)7 1’*)
=< kd (m("), x*) +d (x("+1),x*> .

Karena P merupakan cone mnormal, berdasarkan Definisi 2.16 berlaku
|d(Tz*,2*)|| < Klkd(z™, z*) + d(z™*t), 2*)||. Karena (z(™) konvergen ke
x*, diperoleh |d(Tx*,z*)|| = 0. Dari Definisi 2.1 dan Definisi 2.17 harus-
lah d(Txz*,z*) = 0 dan Tz* = z*, maka z* merupakan titik tetap dari
pemetaan 7. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa titik tetap pemetaan T
Tunggal. Misalkan terdapat titik tetap lain dari T yaitu y*. Akan ditunjukkan bahwa
y* = x*. Karena y* titik tetap T maka Ty* = y*, sehingga d(z*,y*) = d(Tz*, Ty*).
Karena T kontraktif maka d(z*,y*) = d(Tx*,Ty*) =2 kd(z*,y*). Karena k < 1
maka haruslah d(x*, y*) = 0, maka haruslah 2* = y*. Terbukti titik tetap pemetaan
T tunggal. O

Akibat Teorema 3.12, pemetaan kontraktif pada ruang metrik cone (X, d) memi-
liki titik tetap tunggal pada lingkungan-c dari titik zg € X.

Akibat 3.13. [7] Misalkan (X, d) ruang metrik cone lengkap dan P cone normal.
Didefinisikan himpunan B(z(®) ¢) = {z € X|d(z(®,2) < ¢} untuk suatu ¢ € E
dimana 0 < ¢ dan z© € X. Misalkan T : X — X suatu pemetaan kontraktif
dimana untuk setiap x,y € B(x©) ¢) berlaku d(Tx, Ty) < kd(x,y) dengan k € [0, 1)
dan d(z©), Tz(©)) < (1 — k)e. Maka titik tetap pemetaan T berada di B(z(©), c).

Bukti. Misalkan (2") adalah barisan pada X yang didefinisikan oleh:
x(l) — 1"3:'(0)7 l'(Q) — Tx(l) — T2x(0), BRI x(n) — Tl'(n_l) —_ e = Tnx(o)

Berdasarkan pembuktian dari Teorema 3.12 diketahui bahwa (z(™)
adalah barisan Cauchy dan untuk setiap n,m € N dimana n > m berlaku
d(z(™) (™) < %d(x(o), (M), Misalkan m = 0, maka untuk setiap n > 0 berlaku:

©) My < = q(£0 D
A, a") % T d(@®, 2 )

1
— (0) (0)
1 kd(m ,Tx'™)

1
<= (1- <c.
S LRLCET
Dengan kata lain, untuk setiap n € N berlaku (™ ¢ B(z(®, ¢). Karena (z(™)
adalah barisan Cauchy dan (X, d) adalah ruang metrik cone lengkap, maka (z(™)
konvergen ke suatu x € X. Dari Teorema 3.12 diketahui bahwa x adalah titik tetap
pemetaan T'. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa = € B(z(?), ¢). Perhatikan bahwa
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d(z, z) < d(@@, ™) + d(z™), z)
< c+dz™ z).

Karena (™ konvergen ke z akibatnya d(z(?), z) < c. terbukti z € B(z(9 ¢). |

4. Kesimpulan

Konsep kekonvergenan barisan pada ruang metrik dapat diterapkan pada ruang
metrik cone. dimana suatu barisan pada ruang metrik cone (X,d) dikatakan kon-
vergen ke suatu x € X jika dan hanya jika jarak antara barisan tersebut dengan x
konvergen ke 0. Kemudian, pemetaan kontraktif 7' pada ruang metrik cone lengkap
(X, d) memiliki titik tetap tunggal di X.
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