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Abstrak. Graf dual antiprisma A’ merupakan graf yang terbentuk dari graf an-

m,n
tiprisma A,,. Selanjutnya dilakukan penghapusan simpul dari graf dual tersebut. Dapat
diperoleh dimensi metrik dari graf dual antiprisma serta graf yang terbentuk dari peng-
hapusan satu simpul pada graf dual antiprisma.

Kata Kunci: Dimensi metrik, Graf dual antiprisma, Penghapusan simpul

1. Pendahuluan

Salah satu yang dipelajari dalam teori graf adalah graf dual. Graf dual merupakan
suatu bentuk graf yang terbentuk dari graf lain dengan sifat bahwa sisi-sisinya tidak
saling berpotongan. Contoh graf yang dapat dijadikan dasar untuk membentuk graf
dual adalah graf antiprisma. Dalam [1] diperoleh bahwa graf dual yang terbentuk
dari graf antiprisma memiliki m(3n2) simpul dan 2m(nl) + 2 sisi. Dari graf dual
yang terbentuk tersebut, dilakukan kajian lanjutan mengenai dimensi metrik dari
graf. Dimensi metrik adalah minimum kardinalitas dari himpunan pembeda dari
graf. Beberapa penelitian telah dilakukan untuk mencari dimensi metrik dari graf.
Graf-graf yang digunakan pada penelitian mengenai dimensi metrik ini antara lain
graf buku ganda [2], graf antiprisma [3], graf sun [3], graf barbel By, pada [4], dan
famili graf tangga pada [5]. Dari [6] diperoleh bahwa jika dilakukan penghapusan
satu simpul pada suatu graf maka nilai dari dimensi metrik graf yang dihasilkan
dari penghapusan satu simpul tersebut akan berbeda dengan nilai dimensi metrik
graf awal. Penelitian yang menyangkut mengenai penghapusan simpul ini dapat
ditemukan pada [7]. Akan tetapi penelitian tersebut tidak membahas mengenai
dimensi metrik dari penghapusan simpul suatu graf, melainkan membahas mengenai
pelabelan jumlah eksklusif pada graf hairy-cycle. Berdasarkan hal tersebut, maka
dalam artikel ini akan dijabarkan mengenai dimensi metrik yang didapatkan apabila
dilakukan penghapusan simpul pada graf dual antiprisma.
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2. Landasan Teori

2.1. Graf Dual Antiprisma

Definisi 2.1. [1] Graf Al,, merupakan graf dual yang terbentuk dari graf an-

m,n

tiprisma A7, dimana region dari graf antiprisma merupakan simpul dari grof dual
antiprisma, dan sisi yang menghubungkan dua simpul dari graf dual antiprisma
terbentuk jika region dari graf antiprisma yang direpresentasikan oleh simpul saling
dipisahkan secara langsung dengan suatu sisi.

Himpunan simpul dan himpunan sisi yang dimiliki oleh graf A’m’n adalah
V(A;n’n) = {ui ;|1 <i<m,1<j<2n—2}U{up,un},
E(Alm,n) = {uij w1 <i<m, 1 <5 <2n— 2} U{uoiuiprzj—1]1 <i<m,1<j<n}
U{uoui |l <4 < mp U {um2it1,2i-1]1 <0 <npU{upuion—2|l <i<mj,

2.2. Graf Jahangir Jan,

Pada [8] dijelaskan bahwa graf Jahangir J, merupakan suatu graf yang terbentuk
dari graf C,, dengan n > 2 dengan penambahan satu simpul yang bertetangga
dengan n simpul genap pada graf C),.

Teorema 2.2. [8] Jika n > 4, maka dimensi metrik dari Jo, adalah

2n

dim(J20) = [ ).

3. Pembahasan

Pada bagian ini diberikan teorema-teorema yang didapatkan untuk dimensi metrik
dari graf dual antiprisma dengan penghapusan satu simpul pada graf dual yang
terbentuk.

Teorema 3.1. Jika graf A’m72 — ug adalah graf yang terbentuk dari penghapusan
simpul ug pada graf A, 5 untuk m > 1, maka dimensi metrik dari A}, , —uz adalah
2n

dim (4}, —u2) = | 5.

Bukti. Karena A, 5 — uz = Ja,, maka dari [8] diperoleh bahwa

2
&mm%g—w)Z&mU%JZng 0
Teorema 3.2. Jika graf A, — u, adalah graf yang terbentuk dari penghapusan

simpul up, pada graf Ay, untukn > 1, maka dimensi metrik dari Ay ,, —u,, adalah

2n

dim(A5,, —up) = 2| 3

1+2

2
Bukti. Untuk membuktikan dim(Aj,, — u,) = QL?nJ + 2, akan ditentukan batas

atas dan batas bawah dari dim(Aj,, — u,). Perhatikan dua kasus berikut.
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Batas atas.
QnJ

Untuk pembuktian dim(Aj,, —u,) < 2| 3 + 2, definisikan suatu himpunan pem-

beda W7 = {ul,l,U271,U172n3,’LL2,2n3} U {U176i1,’UJ2,61‘1|1 <1< L%J untuk LgJ > 1}

Jika n mod 3 = 0 atau n mod 3 = 1, maka diperoleh bahwa setiap sim-
pul mempunyai representasi yang berbeda terhadap W;j. Tetapi jika n mod 3 =
2, maka diperoleh bahwa terdapat simpul-simpul di lingkaran terluar graf
memiliki representasi yang sama terhadap Wj. Selanjutnya, konstruksi Wo =
{U173,UQ,3, u1,2n5,u2’2n5}U{U1’6i+1,U2’62‘+1|1 <1< L_2, untuk L_Q > 1} jika n
mod 3 = 2. Diperoleh bahwa representasi tiap simpul berbeda terhadap himpunan
W5 untuk n mod 3 = 2. Dari uraian tersebut, diperoleh bahwa

dim(A5,, — up) < 2[%1] +2.

Batas bawah. 5
Misalkan W adalah himpunan pembeda dengan |W| = QL?nJ + 1. Perhatikan be-
berapa kasus berikut.

(1) Jika himpunan W dibentuk dengan mengambil satu simpul dari 2L2?nj +1
lingkaran yang berbeda pada graf dual, maka akan terdapat titik dengan
representasi yang sama terhadap himpunan W.

(ii) Jika terdapat dua sampai tiga simpul dari himpunan W berada pada
lingkaran pertama, maka terdapat simpul-simpul dengan representasi yang
sama terhadap himpunan W.

2
Dari uraian didapatkan kardinalitas dari W adalah |W| > 2L§J + 2. Sehingga,

2
dim(AY,, — u,) > z%‘J +2. O
Teorema 3.3. Jika graf Aﬁlﬁn — Uy, adalah graf yang terbentuk dari penghapusan
simpul up, pada graf A}, untuk n > 1, maka dimensi metrik dari A} ,, —u,, adalah
n

dim(AﬁL,I —Up) = f2

1+ 1
Bukti. Untuk membuktikan dim(A} ,, —u,) = f%] +1, akan ditentukan batas atas

dan batas bawah dari dim(A} ,, — u,). Perhatikan dua kasus berikut.
Batas atas. n
Untuk pembuktian dim (A} ,, —u,) < (51 +1, definisikan suatu himpunan pembeda

. n+2 ..
W3 = {u12,us 0} U{uggeinll <i < LTJ} U{us 2n—3/n mod 3 = 0,n ganjil}
U{u172n_3|n mod 3 = 1,2,’/1 ganjil} U{u2,6i+4‘1 < 1 < k‘,i ganjil} U{u276i+2|1 <
i < k,i genap}. Untuk n mod 6 = 0,1 nilai k = QL%J — 1, sementara untuk n
n

1
141,

mod 6 = a, dengan a € {2,3,4,5}, nilai k = QL%J Diperoleh bahwa |[W3| = |

dengan representasi setiap simpul berbeda. Diperoleh

dim(4, , — u,) < (%1 +1.
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Batas bawah. n
Misalkan W adalah himpunan pembeda dengan |W| = (51 Perhatikan beberapa

kasus berikut.

(i) Jika himpunan W dibentuk dengan mengambil satu simpul dari [g]
lingkaran yang berbeda pada graf dual, maka akan terdapat titik dengan
representasi yang sama terhadap himpunan W.

(ii) Jika terdapat sebanyak f%1 < 4 simpul dari himpunan W berada pada

lingkaran pertama, maka terdapat simpul-simpul dengan representasi yang
sama terhadap himpunan W.

Dari uraian didapatkan kardinalitas dari W adalah |W| > [g] + 1. Sehingga,

dim(A) ,, — up) > fgl +1. O

Teorema 3.4. Jika graf A’mm — u, adalah graf yang terbentuk dari penghapusan
simpul w, pada graf Ay, , untukn >m, m > 5, maka dimensi metrik dari Aj,, ,, —un,
adalah

dim(A7, ,, —u,) =n— 1.

Bukti. Untuk membuktikan dim(A;, , —u,) = n — 1, akan ditentukan batas atas

dan batas bawah dari dim(Aj, ,, — u,). Perhatikan dua kasus berikut.
Batas atas.
Untuk pembuktian dim(A;j, ,, —u,) < n — 1, definisikan suatu himpunan pembeda

Wy = {uiz2|l < i < m — 2} U{ug 2(mti)—2/0 < @ < n — m}. Diperoleh bahwa
|[Wy| = n — 1, dengan representasi setiap simpul berbeda. Diperoleh

dim(A7, ,, —u,) <n—1.
Batas bawah.
Misalkan W adalah himpunan pembeda dengan |WW| = n — 2. Dengan mengambil
m — 3 simpul dari lingkaran terdalam, dan n — m + 1 simpul pada lingkaran luar,
maka akan terdapat simpul dengan representasi yang sama, yaitu u;; dengan u; 1,
dan uy 2 dengan u; 2. Jadi haruslah

dim(A7, ,, —u,) >n— 1. O

Berikut diberikan satu contoh penentuan dimensi metrik graf dual antiprisma
dengan menghapus salah satu simpul dari graf yang terbentuk.

Contoh 3.5. Pada Gambar 1 diberikan graf A’S,2 — Ug.
Dari Teorema 3.1 diperoleh dimensi metrik dari graf dual Ag 5 —us, dim(Ag ,) =
5. Misalkan himpunan W = {us 1,u22, u32,us,1, Us 2 }. Diperoleh representasi se-
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Gambar 1. Graf Ag’2 — Uy

tiap simpul u € V(Ag 5 — uz) terhadap W adalah sebagai berikut:

r(uo|W) = (1,2,2,1,2), r(ui1|W) =(0,3,3,2,3), r(ui2|W) = (1,2,4,3,4),
r(ug W) = (2,1,3,2,3), r(uz2|W) = (3,0,2,3,4), r(us1|W) = (2,1,1,2,3),
r(us2|W) = (3,2,0,3,4), r(us1|[W) = (2,3,1,2,3), r(uso|W) = (3,4,2,3,4),
r(us1|W) =(2,3,3,2,2), r(us 2|W) = (3,4,4,1,2), r(us 1 |W) = (2,3,3,0,1),
(2| W) = (3,4,4,1,0), r(ur1|[W) = (2,3,3,2,1), r(ur2|W) = (3,4,4,3,2),
r(ug1|[W) = (2,3,3,2,3), r(ug|W) = (1,4,4,3,4)

Dari hasil representasi tersebut terbukti bahwa dim(Ag , — u2) = 5.

4. Kesimpulan

Dimensi metrik graf dual antiprisma A;nm dengan penghapusan satu simpul dida-
patkan pada empat keadaan. Keadaan pertama, jika simpul uy dihapus pada graf

2

Aj, 5 dengan m > 1, maka dim(Aj, o — uz) = L?mj Keadaan kedua, jika simpul
u, dihapus pada graf A3, dengan n > 1, maka dimensi metrik dari graf yang di-
dapat adalah dim(A3, —u,) = 2L§J + 2. Keadaan ketiga jika simpul u,, dihapus
pada graf A} , dengan n > 1, maka dimensi metrik dari graf yang didapat adalah
dim(A},, — un) = fg1 + 1. Keadaan keempat jika simpul w, dihapus pada graf

A, , dengan n > m dan m > 5, maka dimensi metrik dari graf yang didapat

adalah dim(A], ,, —u,) = nl.

5. Ucapan Terima kasih

Terima kasih kepada Dr. Darmaji S.Si., MT atas arahan dan saran yang diberikan
tentang topik yang dijabarkan.
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