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Abstrak. Salah satu konsep dalam teori aljabar yang banyak digunakan adalah matriks
atas lapangan (field). Dalam perkembangannya, konsep matriks atas lapangan diper-

umum menjadi matriks atas ring. Ring merupakan suatu sistem matematika yang ter-
diri dari suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dua operasi biner yang memenuhi

beberapa aksioma. Ring yang banyak digunakan dalam kajian ilmu matematika terapan

adalah Ring Polinomial R[X] dan Ring Deret Pangkat R[[X]]. Salah satu sifat matriks
atas ring yang telah dikaji oleh para peneliti adalah syarat cukup matriks atas ring R[[X]]

merupakan matriks bersih kuat. Pada perkembangannya, struktur R[[X]] digeneralisasi

menjadi ring semigrup R[S], Ring Deret Pangkat Tergeneralisasi (RDPT) [[RS,≤]], dan
Ring Deret Pangkat Tergeneralisasi Miring (RDPTM) R[[S,≤, ω]]. Berdasarkan fakta

bahwa struktur R[[S,≤, ω]] lebih umum dari R[[X]], pada penelitian ini diberikan syarat

cukup matriks atas RDPTM R[[S,≤, ω]] merupakan matriks bersih kuat. Hal ini dapat
dilakukan dengan cara menambahkan beberapa syarat pada struktur ring R, monoid

terurut tegas (S,≤), dan homomorfisma monoid ω sehingga matriks atas R[[S,≤, ω]]

merupakan matriks bersih kuat. Sebagai akibat langsung, hasil penelitian ini lebih umum
dari syarat cukup matriks atas R[[X]] merupakan matriks bersih kuat yang telah dikaji

sebelumnya.

Kata Kunci : Matriks atas ring, matriks bersih kuat, ring deret pangkat tergeneralisasi
miring

1. Pendahuluan

Matriks didefinisikan sebagai susunan objek-objek matematika dalam baris dan

kolom yang berbentuk persegi panjang yang diapit oleh kurung siku atau kurung

biasa [1]. Objek-objek matematika ini disebut entri matriks. Matriks yang biasa

dikenal adalah matriks dengan entrinya merupakan anggota lapangan (field), con-

tohnya himpunan bilangan real R. Selanjutnya, matriks ini dikenal sebagai matriks

atas lapangan. Karena struktur ring lebih umum dari lapangan, suatu matriks atas

lapangan dapat diperumum menjadi matriks atas ring [2]. Ring adalah sebarang

himpunan tak kosong yang dilengkapi dua operasi biner serta memenuhi beberapa

aksioma tertentu [3]. Contoh ring yang terkenal adalah Ring Deret Pangkat Ter-

generalisasi (RDPT) [[RS,≤]] yang dikonstruksi oleh Ribenboim pada tahun 1990
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[4]. RDPT [[RS,≤]] merupakan perumuman dari ring semigrup R[S] [5], ring poli-

nomial R[X] dan ring deret pangkat R[[X]] [6]. RDPT [[RS,≤]] dikonstruksi dengan

mensyaratkan supp(f) pada himpunan terurut parsial (S,≤) bersifat Artin dan

narrow.

Himpunan tak kosong S yang dilengkapi dengan relasi urutan parsial ≤ dise-

but himpunan terurut parsial (partially ordered set) (S,≤) [7]. Himpunan ter-

urut parsial (S,≤) dikatakan Artin jika setiap barisan terurut tegas dari elemen

S berhingga, sedangkan dikatakan narrow jika setiap subhimpunan S yang ter-

urut trivial berhingga [8]. Beberapa penelitian terkait sifat-sifat RDPT [[RS,≤]]

juga telah dikaji oleh Ribenboim ([9][10][11][12][13][14]). Telah diketahui bahwa,

suatu ring dapat dipandang sebagai modul atas dirinya sendiri. Pada tahun 2001,

Varadarajan [15] menkonstruksi Modul Deret Pangkat Tergeneralisasi (MDPT)

M [[S]], yang merupakan modul atas RDPT [[RS,≤]]. Lebih lanjut, beberapa peneli-

tian terkait struktur MDPT M [[S]] dapat dilihat pada [16],[17],[18],[19],[20]. Pada

tahun 2008, struktur RDPT [[RS,≤]] diperumum oleh Mazurek dan Ziembowski

dengan menggunakan homomorfisma monoid ω : S → End(R) pada operasi

pergandaan konvolusi yang ada pada RDPT [[RS,≤]]5 [21]. Generalisasi RDPT

ini, selanjutnya disebut Ring Deret Pangkat Tergeneralisasi Miring (RDPTM)

R[[S,≤, ω]]. Beberapa sifat terkait struktur RDPTM juga telah dikaji oleh Mazurek,

dkk. ([22],[23],[24],[25],[26]). Di sisi lain, sifat-sifat yang berlaku pada RDPTM

R[[S,≤, ω]] juga dapat dilihat pada [27],[28],[29],[30],[31],[32],[33].

Pada tahun 2016, Chen dkk. [34] telah mengkaji struktur matriks atas ring

deret pangkat R[[X]] serta menentukan syarat cukup matriks tersebut merupakan

matriks bersih kuat. Syarat cukup matriks atas R[[X]] merupakan matriks bersih

kuat, diperoleh dengan cara menambahkan syarat cukup pada matriks bersih kuat

atas ring lokal [35] dan ring komutatif lokal R [36][37]. Telah dijelaskan sebelumnya

bahwa RDPTM R[[S,≤, ω]] merupakan struktur ring yang lebih umum dari RDPT

[[RS,≤]], ring semigrup R[S], ring deret pangkat R[[X]], dan ring polinomial R[X].

Pada tahun 2021, Rugayah dkk. [38] telah mengkaji struktur matriks atas

RDPTM R[[S,≤, ω]]. Oleh karena itu, terbuka peluang yang cukup luas untuk

menentukan syarat cukup matriks atas RDPTM R[[S,≤, ω]] merupakan matriks

bersih kuat. Hal ini dapat dilakukan dengan cara memperumum syarat cukup

matriks bersih kuat atas R[[X]] yang telah dikaji oleh Chen dkk. Sebagai aki-

bat langsung dari penelitian ini, penelitian Chen dkk. merupakan hasil yang lebih

khusus dari hasil penelitian ini.

2. Landasan Teori

2.1. Matriks Bersih Kuat

Pada bagian ini akan diberikan pengertian tentang ring bersih dan matriks bersih

kuat atas ring.

Diberikan ring R dengan elemen satuan. Himpunan semua elemen idempotent R

dinotasikan dengan Id(R), sedangkan himpunan semua elemen unit R dinotasikan

dengan U(R). Elemen x ∈ R disebut bersih (clean) jika x = u+ e untuk suatu u ∈
U(R) dan e ∈ Id(R). Sebarang ring R disebut bersih (clean) jika setiap elemennya
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bersih. Selanjutnya, jika R ring bersih, maka R[[X]] juga ring bersih [39].

Matriks berukuran n×n atas ring R dinotasikan dengan An, dan matriks n×n
atas ring deret pangkat R[[X]] dinotasikan dengan An[[X]]. Selanjutnya, himpunan

semua matriks berukuran n×n atas R dan R[[X]] berturut-turut didefinisikan oleh

Mn(R) = {An = [aij ]|aij ∈ R; i, j = 1, 2, · · · , n},

dan

Mn(R[[X]]) = {An[[X]] = [pij ]|pij ∈ R[[X]]; i, j = 1, 2, · · · , n}.

Selanjutnya, didefinisikan A[[0]] = [aij ] ∈ Mn(R[[X]]), dengan aij adalah koe-

fisien utama (leading coefficient) dari entri-entri matriks An[[X]] ∈ Mn(R[[X]]).

Oleh karena itu, A[[0]] ∼= An ∈Mn(R).

Sebarang matriks An atas ring R dikatakan bersih kuat (strongly clean) jika

dapat dinyatakan sebagai penjumlahan matriks idempotent dan matriks invertible

yang komutatif [35]. Karakterisasi matriks atas ring deret pangkat R[[X]] meru-

pakan matriks bersih kuat diberikan oleh teorema berikut.

Teorema 2.1. [34] Misalkan R sebarang ring dan An[[X]] ∈ Mn(R[[X]]) untuk

n ≥ 1. Pernyataan berikut ekuivalen.

(1) An[[0]] ∈Mn(R) adalah matriks bersih kuat.

(2) An[[X]] ∈Mn(R[[X]]) adalah matriks bersih kuat.

2.2. Ring Deret Pangkat Tergeneralisasi Miring

Berikut ini diberikan konstruksi Ring Deret Pangkat Tergeneralisasi Miring

(RDPTM) R[[S,≤, ω]] yang pertama kali dikenalkan oleh Mazurek dan Ziembowski

pada tahun 2008.

Diberikan monoid terurut tegas (S,≤), ring komutatif dengan elemen satuan

R dan homomorfisma monoid ω : S → End(R). Dibentuk himpunan RS = {f |f :

S → R} dan R[[S,≤, ω]] = {f ∈ RS |supp(f) Artin dan narrow}, dengan supp(f) =

{s ∈ S|f(s) 6= 0}.
Selanjutnya, bayangan homomorfisma monoid ω(s) dinotasikan dengan ωs un-

tuk setiap s ∈ S. Oleh karena itu, untuk setiap s, t ∈ S berlaku ωst = ω(st) =

ω(s)ω(t) = ωsωt. Jika 0 ∈ S adalah elemen identitas di S, maka ω0 = iR adalah

elemen identitas di End(R). Terhadap operasi penjumlahan fungsi dan operasi per-

gandaan konvolusi yang didefinisikan oleh:

(f + g)(s) = f(s) + g(s), (2.1)

(fg)(s) =
∑

(x,y)∈χs(f,g)

f(x)ωx(g(y)), (2.2)

untuk setiap s ∈ S dan f, g ∈ R[[S,≤, ω]], dengan himpunan

χs(f, g) = {(x, y) ∈ supp(f)× supp(g)|xy = s} (2.3)

berhingga, R[[S,≤, ω]] merupakan ring yang disebut Ring Deret Pangkat Ter-

generalisasi Miring (RDPTM).
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Untuk sebarang r ∈ R dan s ∈ S, didefinisikan pemetaan cr, fs ∈ R[[S,≤, ω]]

sebagai berikut:

cr(u) =

{
r, u = 0,

0, u 6= 0,
(2.4)

dan

fs(u) =

{
1, u = s,

0, u 6= s,
(2.5)

untuk setiap u ∈ S.

Berdasarkan persamaan (2.4) dan (2.5), jelas bahwa r 7→ cr merupakan

penyisipan ring (ring embedding) dari R ke R[[S,≤, ω]], dan s 7→ fs merupakan

penyisipan monoid (monoid embedding) dari S ke monoid multiplikatif (operasi

komposisi) R[[S,≤, ω]]. Lebih lanjut, berlaku fscr = cωs(r)fs untuk setiap s ∈ S

dan r ∈ R.

Contoh 2.2. [21] Berikut ini adalah contoh khusus RDPTM R[[S,≤, ω]].

(1) Jika dipilih monoid S = N ∪ {0} terhadap operasi penjumlahan biasa,

urutan trivial ≤ pada S dan homomorfisma monoid ω : S → End(R)

dengan ωs = iR untuk setiap s ∈ S, maka RDPTM R[[S,≤, ω]] merupakan

ring polinomial R[X].

(2) Jika dipilih monoid S = N ∪ {0} terhadap operasi penjumlahan biasa,

urutan biasa ≤ pada S dan homomorfisma monoid ω : S → End(R) dengan

ωs = iR untuk setiap s ∈ S, maka RDPTM R[[S,≤, ω]] merupakan ring

deret pangkat R[[X]].

(1) Jika dipilih homomorfisma monoid ω : S → End(R) dengan ωs = iR untuk

setiap s ∈ S, maka RDPTM R[[S,≤, ω]] merupakan RDPT [[RS,≤]].

Pada Contoh 2.2(3), struktur RDPTM R[[S,≤, ω]] sama dengan struktur RDPT

[[RS,≤]]. Lema berikut mejelaskan bahwa RDPT [[RS,≤]] isomorfik dengan ring deret

pangkat R[[X]].

Lema 2.3. [12] Diberikan ring komutatif R dengan elemen satuan dan himpunan

terurut tegas (S,≤). Jika S = N ∪ {0} dan ≤ adalah urutan biasa pada S, maka

[[RS,≤]] ∼= R[[X]] dengan pemetaan f 7→
∑
n≥0 f(n)xn.

Syarat perlu dan cukup RDPT [[RS,≤]] merupakan ring bersih telah diberikan

oleh Liu pada tahun 2004, yaitu jika (S,≤) monoid terurut tegas yang bersifat 0 ≤ s
untuk setiap s ∈ S, maka [[RS,≤]] bersih jika dan hanya jika R bersih [40].

3. Pembahasan

Sebelum menentukan syarat cukup matriks atas RDPTM R[[S,≤, ω]] merupakan

matriks bersih kuat, terlebih dahulu diberikan definisi matriks atas R[[S,≤, ω]] yang

telah dikaji oleh Rugayah dkk. [38].

Selanjutnya, matriks n×n atas RDPT [[RS,≤]] dinotasikan dengan An[[S]], dan

matriks n×n atas RDPTM R[[S,≤, ω]] dinotasikan dengan An[[S, ω]]. Lebih lanjut,
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himpunan semua matriks berukuran n×n atas RDPT dan RDPTM berturut-turut

didefinisikan oleh

Mn([[RS,≤]]) = {An[[S]] = [fij ]|fij ∈ [[RS,]]; i, j = 1, 2, · · · , n},

dan

Mn(R[[S,≤, ω]]) = {An[[S, ω]] = [fij ]|fij ∈ R[[S,≤, ω]]; i, j = 1, 2, · · · , n}.

Lema 3.1. Diberikan ring R1 dan R2. Jika R1
∼= R2, maka Mn(R1) ∼= Mn(R2).

Bukti. Karena R1
∼= R2, jelas terdapat isomorfisma µ : R1 → R2. Didefinisikan

pemetaan σ : Mn(R1)Mn(R2) dengan

σ([aij ]) = [µ(aij)], (3.1)

untuk setiap [aij ] = An ∈Mn(R1). Akan ditunjukkan σ merupakan isomorfisma.

(i) Untuk sebarang An = [aij ], Bn = [bij ] ∈ Mn(R1) dengan aij , bij ∈ R1

untuk i, j = 1, 2, · · · , n, akan ditunjukkan σ(An+Bn) = σ(An)+σ(Bn) dan

σ(AnBn) = σ(An)σ(Bn). Dengan kata lain, akan ditunjukkan σ merupakan

homomorfisma. Karena berlaku

σ(An +Bn) = σ([aij ] + [bij ]) = σ([aij + bij ]),

= [µ(aij + bij)] = [µ(aij) + µ(bij)],

= [µ(aij)] + [µ(bij)] = σ([aij ]) + σ([bij ]),

= σ(An) + σ(Bn),

dan

σ(AnBn) = σ([aij ][bij ]) = σ([

n∑
k=1

aikbik]),

= [µ(

n∑
k=1

aikbkj)] = [

n∑
k=1

µ(aikbkj)]7,

= [

n∑
k=1

µ(aik)µ(bkj)]; misalkan µ(aik) = cik dan µ(bkj) = dkj .

= [

n∑
k=1

cikdkj ] = [cij ][dij ] = [µ(aij)][µ(bij)],

= σ([aij ])σ([bij ]) = σ(An)σ(Bn),

terbukti bahwa σ merupakan homomorfisma.

(ii) Akan ditunjukkan σ injektif, yaitu, untuk sebarang An = [aij ], Bn = [bij ] ∈
Mn(R1) dengan aij , bij ∈ R1 untuk i, j = 1, 2, · · · , n, jika σ(An) = σ(Bn),

maka An = Bn. Jika σ(An) = σ(Bn), maka σ([aij ]) = σ([bij ]). Berdasarkan

(3.1), diperoleh [µ(aij)] = [µ(bij)]. Dua matriks dikatakan sama jika entri-

entrinya sama, sehingga diperoleh µ(aij) = µ(bij). Karena µ isomorfisma,

maka jelas µ injektif. Akibatnya, aij = bij . Dengan kata lain, terbukti

An = Bn.
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(iii) Akan ditunjukkan σ surjektif, yaitu, untuk setiap Cn = [cij ] ∈ Mn(R2)

terdapat An = [aij ] ∈Mn(R1) sehingga σ(An) = Cn.

Karena µ isomorfisma, jelas bahwa µ surjektif. Oleh karena itu, untuk

setiap cij ∈ R2 terdapat aij ∈ R1 sehingga µ(aij) = cij untuk setiap

i, j = 1, 2, · · · , n. Akibatnya, diperoleh [µ(aij)] = [cij ]. Berdasarkan (3.1),

diperoleh σ([aij ]) = [µ(aij)] = [cij ]. Dengan kata lain, terbukti bahwa

untuk setiap Cn = [cij ] ∈Mn(R2) terdapat An = [aij ] ∈Mn(R1) sehingga

σ(An) = Cn. Jadi, σ surjektif.

Dari (i) - (iii), terbukti bahwa σ merupakan suatu isomorfisma. Dengan kata lain,

terbukti bahwa Mn(R1) ∼= Mn(R2).

Proposisi 3.2. Diberikan ring komutatif R dengan elemen satuan, monoid terurut

tegas (S,≤), dan homomorfisma monoid ω : S → End(R). Jika S = N ∪ {0}, ≤
urutan biasa dan ω trivial, maka pernyataan berikut ekuivalen.

(1) An[[0]] ∈Mn(R) adalah matriks bersih kuat.

(2) An[[X]] ∈Mn(R[[X]]) adalah matriks bersih kuat.

(3) An[[S]] ∈Mn([[RS,≤]]) adalah matriks bersih kuat.

(4) An[[S, ω]] ∈Mn(R[[S,≤, ω]]) adalah matriks bersih kuat.

Bukti. (1) ⇒ (2) Berdasarkan Teorema 2.1, terbukti bahwa jika An[[0]] ∈ Mn(R)

adalah matriks bersih kuat, maka An[[X]] ∈Mn(R[[X]]) merupakan matriks bersih

kuat.

(2) ⇒ (3) Karena diketahui S = N ∪ {0} dan ≤ adalah urutan biasa pada

S, berdasarkan Lema 2.3 diperoleh R[[X]] ∼= [[RS,≤]]. Selanjutnya, berdasarkan

Lemma 3.1 diperoleh Mn(R[[X]]) ∼= Mn([[RS,≤]]). Oleh karena itu, jika An[[X]] ∈
Mn(R[[X]]) matriks bersih kuat, maka An[[S]] ∈ Mn([[RS,≤]]) merupakan matriks

bersih kuat.

(3) ⇒ (4) Karena diketahui ω trivial, RDPTM R[S,≤, ω] isomorfik dengan

RDPT [[RS,≤]]. Akibatnya, berdasarkan Lema 3.1, Mn([[RS,≤]]) ∼= Mn(R[[S, ω]]).

Dengan kata lain berlaku, jika An[[S]] ∈ Mn([[RS,≤]]) matriks bersih kuat, maka

An[[S, ω]] ∈Mn(R[[S,≤, ω]]) merupakan matriks bersih kuat.

(4)⇒ (1) Berdasarkan persamaan (2.4), untuk setiap s ∈ S berlaku

cr+t(s) =

{
r + t, s = 0,

0, s 6= 0,
= cr(s) + ct(s),

crt(s) =

{
rt, s = 0,

0, s 6= 0,
= cr(s)ct(s).

Dengan kata lain, untuk sebarang r, t ∈ R dan cr, ct ∈ R[[S,≤, ω]] berlaku cr+t =

cr + ct dan crs = crct.

Selain itu, dapat didefinisikan suatu pemetaan γ : R→ R[[S,≤, ω]] dengan

γ(r) = cr,

untuk setiap r ∈ R dan cr ∈ R[[S,≤, ω]]. Pemetaan γ merupakan homomorfisma
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karena untuk setiap r, t ∈ R berlaku

γ(r + t) = cr+t = cr + ct = γ(r) + γ(t),

dan

γ(rt) = crt = crct = γ(r)γ(t).

Selain itu, jika γ(r) = γ(t), maka cr = ct. Oleh karena itu, untuk setiap s ∈ S
berakibat r = t. Oleh karena itu, γ merupakan monomorfisma. Selanjutnya, karena

untuk setiap cr ∈ R[[S,≤, ω]] terdapat r ∈ R sehingga γ(r) = cr, akibatnya γ

merupakan epimorfisma. Dengan kata lain, γ merupakan suatu isomorfisma atau

R ∼= R[[S,≤, ω]]. Berdasarkan Lema 3.1, diperoleh Mn(R) ∼= Mn(R[[S,≤, ω]]).

Akibatnya, jika An[[S, ω]] ∈ Mn(R[[S,≤, ω]]) adalah matriks bersih kuat, maka

An ∼= An[[0]] ∈Mn(R) merupakan matriks bersih kuat.

4. Kesimpulan

Dari hasil yang telah diperoleh, dapat disimpulkan bahwa jika ring R1 isomorfik

dengan R2, maka ring matriks Mn(R1) isomorfik dengan Mn(R2). Selanjutnya, jika

diberikan ring R, monoid terurut tegas S = N∪ {0} terhadap operasi penjumlahan

serta urutan biasa ≤, dan homomorfisma monoid ω : S → End(R) yang trivial,

maka matriks atas RDPTM An[[S, ω]] ∈ R[[S,≤, ω]] merupakan matriks bersih

kuat apabila An[[0]] ∼= An ∈Mn(R) adalah matriks bersih kuat.
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