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Abstrak. Makalah ini membahas solusi sistem persamaan diferensial linier
homogen fractional orde α dengan turunan Caputo. Bentuk umum solusi diberikan

dalam beberapa teorema dan beberapa contoh.

Kata Kunci : Persamaan diferensial linier homogen fractional, Caputo, Mittag-Leffler.

1. Pendahuluan

Telah lazim dikenal bahwa bentuk umum sistem persamaan diferensial linier ho-

mogen diberikan sebagai berikut :

dx(t)

dt
= Ax(t), x(0) = x0 (1.1)

yang dalam hal ini A ∈ Rn×n, x ∈ Rn dan
dx

dt
menyatakan turunan pertama dari x

terhadap t. Seiring berkembangnya ilmu pengetahuan, telah banyak terjadi fenom-

ena dalam kehidupan sehari-hari yang dapat dimodelkan dalam suatu persamaan

diferensial. Beberapa model matematika berupa sistem persamaan diferensial telah

banyak dipublikasikan diantaranya model pada sistem mekanik kendaraan, sistem

fluida, sistem termal dan lainnnya [12].

Seiring dengan berkembangnya konsep turunan biasa menjadi turunan fractional

oleh Joseph Liouville dalam tahun 1832 [3], konsep sistem persamaan diferensial

juga mengalami perkembangan. Salah satu pengembangan dari sistem persamaan

diferensial (1.1) adalah sistem persamaan diferensial fractional yang diberikan se-

bagai berikut:

dαx(t)

dtα
= Ax(t), x(0) = x0, 0 < t <∞ (1.2)

∗penulis korespondensi
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dimana
dαx(t)

dtα
menyatakan turunan fractional orde α dari x(t), dengan m − 1 <

α < m,m ∈ N.
Telah banyak literatur yang melaporkan mengenai bagaimana penyelesaian sis-

tem (1.2) dengan berbagai macam bentuk turunan fractional yakni turunan frac-

tional tipe Riemann-Liouville, turunan fractional tipe Jumarie, turunan fractional

tipe Caputo dan yang lainnya.

Dalam makalah ini diselesaikan sistem persamaan diferensial fractional (1.2)

dengan Dαx(t) adalah turunan fractional tipe Caputo orde α, m−1 < α < m,m ∈
N, dari fungsi x(t) yang didefinisikan sebagai [3] :

Dαx(t) =
dαx(t)

dtα
=

1

Γ(m− α)

t∫
0

x(m)(τ)dτ

(t− τ)α+1−m (1.3)

yang dalam hal ini Γ adalah fungsi Gamma. Dalam skripsi ini metode yang digu-

nakan untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial linier homogen fractional

adalah metode transformasi Laplace. Dan kemudian untuk menentukan solusi dari

sistem persamaan linier homogen fractional

dαx(t)

dtα
= Ax(t), x(0) = x0, 0 < t <∞ (1.4)

dalam bentuk fungsi Mittag-Leffler. Pembahasan ini mengelaborasi kembali pem-

bahasan dalam literatur [10].

2. Landasan Teori

Dalam bab ini akan dibahas beberapa teori yang terkait dengan permasalahan yang

akan dibahas pada bab selanjutnya, yaitu teori matriks, fungsi gamma dan fungsi

beta, transformasi Laplace dan fungsi Mittag-Leffler.

Sebuah matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan.

Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks [1].

Definisi 2.1. [1] Jika A adalah suatu matriks bujursangkar, maka minor dari

entri aij dinyatakan sebagai Mij dan didefinisikan sebagai determinan dari sub-

matriks yang tersisa setelah baris ke-i dan kolom ke-j dihilangkan dari A. Bilangan

(−1)
i+j

Mij dinyatakan sebagai Cij dan disebut sebagai kofaktor dari entri aij.

Definisi 2.2. [6] Fungsi Gamma dinyatakan sebagai Γ(n), didefinisikan sebagai

berikut:

Γ(n) =

∞∫
0

xn−1e−x dx, n > 0.

Definisi 2.3. [5] Fungsi Beta didefinisikan sebagai berikut :

B(p, q) =
1∫
0

xp−1(1− x)q−1dx , x ∈ R dan p, q ∈ R,p > 0, q > 0
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Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(1 + αk)
, z ∈ C (2.1)

Fungsi Mittag-Leffler dua parameter didefinisikan dengan relasi fungsi sebagai

berikut:[3]

Eα,ρ(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + ρ)
, α > 0, ρ > 0 (2.2)

Definisi 2.4. [7] Misalkan f(t) adalah suatu fungsi yang didefinisikan untuk t > 0

dan p ∈ R. Maka Transformasi Laplace dari f(t), didefinisikan sebagai berikut

L [f(t)] = F (p) =
∞∫
0

f(t)e−ptdt.

Definisi 2.5. [3] Konvolusi dari dua buah fungsi yang kontinu f(t) dan g(t), ditulis

f(t) ∗ g(t), didefinisikan sebagai berikut

(f ∗ g)(t) =
t∫
0

f(t− τ)g(τ)dτ.

Definisi 2.6. [9] Turunan fractional Caputo orde α ∈ R dari fungsi f(t) dengan

m− 1 < α < m, m ∈ N, dinotasikan dengan Dαf(t), didefinisikan sebagai

Dαf(t) =
dαf(t)

dtα
=

1

Γ(m− α)

t∫
0

f (m)(τ)dτ

(t− τ)α+1−m

dimana f (m)(τ) adalah turunan ke-m dari fungsi f(τ).

Misalkan f(t) = [f1(t) f2(t) ... fn(t)]T , dimana Dαfi(t) ada untuk i = 1, 2, .., n.

Maka perluasan Definisi 2.6 untuk f(t) adalah [5]

Dαf(t) =
dαf(t)

dtα
=

1

Γ(m− α)

t∫
0

f(m)(τ)dτ

(t− τ)α+1−m

dengan m− 1 < α < m,m ∈ N.

Teorema 2.7. [8]Transformasi Laplace dari fungsi t(λn+ρ−1)E
(n)
λ,ρ(atλ) adalah

L
[
t(λn+ρ−1)E

(n)
λ,ρ(atλ)

]
=

n!pλ−ρ

(pλ − a)n+1
, λ > 0, ρ > 0

Sebelum membuktikan Teorema 2.7, hubungan berikut diperlukan. Kebenaran-

nya akan dibuktikan kemudian,

E
(n)
λ,ρ(atλ) =

∞∑
k=0

(k + n)!

k!

(atλ)k

Γ (λk + λn+ ρ)
(2.3)

dan
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∞∑
k=0

(k + n)!

k!
xk =

n!

(1− x)n+1
(2.4)

Bukti.

L
[
t(λn+ρ−1)E

(n)
λ,ρ(atλ)

]
=

∫ ∞
0

e−ptt(λn+ρ−1)E
(n)
λ,ρ(atλ)dt,

=

∫ ∞
0

e−ptt(λn+ρ−1)
∞∑
k=0

(k + n)!

k!

(atλ)k

Γ (λk + λn+ ρ)
dt,

=

∞∑
k=0

(k + n)!

k!

ak

Γ (λk + λn+ ρ)

∫ ∞
0

e−ptt(λk+λn+ρ−1)dt,

=

∞∑
k=0

(k + n)!

k!

ak

Γ (λk + λn+ ρ)
L
[
t(λk+λn+ρ−1)

]
,

=

∞∑
k=0

(k + n)!

k!

ak

Γ (λk + λn+ ρ)

Γ (λk + λn+ ρ)

pλk+λn+ρ
,

=

∞∑
k=0

(k + n)!ak

k!pλk+λn+ρ
,

= p−(λn+ρ)
∞∑
k=0

(k + n)!(ap−λ)k

k!
.

Dengan menggunakan persamaan (2.4) diperoleh

L
[
t(λn+ρ−1)E

(n)
λ,ρ(atλ)

]
= p−(λn+ρ)

n!

(1− ap−λ)n+1
,

= p−(λn+ρ)pλ(n+1) n!

(pλ − a)n+1
,

=
n!pλ−ρ

(pλ − a)n+1
.

Berikut ini akan dibuktikan persamaan (2.3) dan (2.4)

E
(n)
λ,ρ(atλ) =

∑∞
k=0

(k + n)!

k!

(atλ)k

Γ (λk + λn+ ρ)
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Bukti.

Eλ,ρ(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(λk + ρ)
,

=
z0

Γ(ρ)
+

z1

Γ(λ+ ρ)
+

z2

Γ(2λ+ ρ)
+

z3

Γ(3λ+ ρ)
+ · · ·

E
(1)
λ,ρ(z) = 0 +

1

Γ(λ+ ρ)
+

2z

Γ(2λ+ ρ)
+

3z2

Γ(3λ+ ρ)
+ · · · ,

=

∞∑
k=0

(k + 1)!zk

k!Γ(λ(k + 1) + ρ)

E
(2)
λ,ρ(z) = 0 +

2

Γ(2λ+ ρ)
+

6z

Γ(3λ+ ρ)
+ · · ·

=

∞∑
k=0

(k + 2)!zk

k!Γ(λ(k + 2) + ρ)
.

Sehingga diperoleh:

E
(n)
λ,ρ(z) =

∞∑
k=0

(k + n)!zk

k!Γ(λ(k + n) + ρ)
,

E
(n)
λ,ρ(atλ) =

∞∑
k=0

(k + n)!

k!

(atλ)k

Γ(λk + λn+ ρ)
.

Kemudian pembuktian dari persamaan (2.4)
∞∑
k=0

(k + n)!

k!
xk =

n!

(1− x)n+1

Untuk membuktikannya kita memerlukan persamaan berikut

(1 + x)n =

∞∑
k=0

(
n

k

)
xk (2.5)

dan (
−n
r

)
= (−1)rC(n+ r − 1, r) (2.6)

Bukti.

(1) Akan dibuktikan persamaan (2.5). Misalkan f(x) = (1+x)n. Dengan meng-

gunakan Deret Maclaurin

f(x) = f(0) +
x

1!
f ′(0) +

x2

2!
f ′′(0) +

x3

3!
f ′′′(0) + · · · .

Perhatikan bahwa

f(x) = (1 + x)n =⇒ f(0) = 1,

f ′(x) = n(1 + x)n−1 =⇒ f ′(0) = n,

f ′′(x) = n(n− 1)(1 + x)n−2 =⇒ f ′′(0) = n(n− 1),

f ′′′(x) = n(n− 1)(n− 2)(1 + x)n−3 =⇒ f ′′′(0) = n(n− 1)(n− 2).
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Sehingga

f(x) = 1 +
x

1!
n+

x2

2!
n(n− 1) +

x3

3!
n(n− 1)(n− 2) + · · ·

= x0 + nx+
n!

2!(n− 2)!
x2 +

n!

3!(n− 3)!
x3 + · · ·

=

(
n

0

)
x0 +

(
n

1

)
x+

(
n

2

)
x2 +

(
n

3

)
x3

=

∞∑
k=0

(
n

k

)
xk,

(1 + x)n =

∞∑
k=0

(
n

k

)
xk.

(2) Akan dibuktikan persamaan (2.6). Perhatikan bahwa(
−n
r

)
=

(−n)!

r!(−n− r)!
,

=
(−n)(−n− 1)(−n− 2) · · · (−n− (r − 1))(−n− r)!

r!(−n− r)!
= (−1)rC(n+ r − 1, r).

Dari persamaan (2.5) dan (2.6) diperoleh

(1 + x)−n =

∞∑
k=0

(−1)k
(
n+ k − 1

k

)
xk.

Dengan demikian,

(1− x)−n =

∞∑
k=0

(−1)k
(
n+ k − 1

k

)
(−x)k,

(1− x)−(n+1) =

∞∑
k=0

(
n+ k

k

)
xk.

Atau

n!

(1− x)(n+1)
=
∞∑
k=0

(k + n)!

k!
xk.

3. Pembahasan

Perhatikan kembali sistem persamaan (1.4). Penerapan transformasi Laplace ter-

hadap sistem (1.4) menghasilkan

L [Dαx(t)] = L [Ax(t)].

pαX(p)− pα−1x(0) = AX(p), (3.1)

yang dalam hal ini X(p) = L [x(t)]. Penyederhanaan (3.1) menghasilkan

(pαIn −A)X(p) = pα−1x(0),
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atau dapat ditulis

X(p) = (pαIn −A)−1pα−1x(0). (3.2)

Untuk mendapatkan x(t), Laplace inverskan (3.2), diperoleh

x(t) = L−p [X(p)]

= L−p
[
(pαIn −A)−1pα−1x(0)

]
Untuk menghitung (pαIn −A)−1, diperoleh

x(t) = L−p
[

adj(pαIn −A)

det(pαIn −A)
pα−1

]
x(0). (3.3)

Contoh 3.1. Akan ditentukan solusi sistem (1.4) dengan

A =

−1 4 −2

−3 4 0

−3 1 3

 dan x(0) =

2

1

3


Untuk menggunakan persamaan (3.3), perlu dihitung yang berikut ini.

(pαIn −A) =

pα + 1 −4 2

3 pα − 4 0

3 −1 pα − 3

,

adj(pαIn −A) =

(pα − 4)(pα − 3) 4pα − 14 −2pα + 8

−3(pα − 3) (pα + 1)(pα − 3)− 6 6

−3(pα − 3) pα − 11 (pα + 1)(pα − 4) + 12


dan

det(pαIn −A) =(pα − 2)(pα − 3)(pα − 1).

Dengan menggunakan Teorema 2.7 diperoleh

L−p
[
adj(pαIn −A)

det(pαIn −A)
pα−1

]
=

x(t) =

 10Eα,1(2tα)− Eα,1(3tα)− 11Eα,1(tα)

15Eα,1(2tα)− 3Eα,1(3tα)− 11Eα,1(tα)

15Eα,1(2tα)− 5Eα,1(3tα)− 10Eα,1(tα)


Contoh 3.2. Contoh 2 Akan ditentukan solusi sistem (1.4) dengan

A =

[
2 1

−1 4

]
dan x(0) =

[
0

1

]
Untuk menggunakan persamaan(3.3), perlu dihitung yang berikut ini.

(pαIn −A) =

[
pα − 2 −1

1 pα − 4

]
, adj(pαIn −A) =

[
pα − 4 1

−1 pα − 2

]
dan

det(pαIn −A) = (pα − 2)(pα − 4) + 1 =(pα)2 − 6pα + 9 = (pα − 3)2

Dengan menggunakan Teorema 2.7 diperoleh[
tαE′α,1(3tα)

E′α,1−α(3tα)− 2tαE′α,1(3tα)

]
Contoh 3.3. Akan ditentukan solusi sistem (1.4) dengan
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A =

 2 1 −2

1 2 2

−2 2 −1

 dan x(0) =

 6

0

12


Untuk menggunakan persamaan (3.3), perlu dihitung yang berikut ini.

(pαIn −A) =

pα − 2 −1 2

−1 pα − 2 −2

2 −2 pα + 1


adj(pαIn −A) =

(pα − 3)(pα + 2) pα − 3 −2(pα − 3)

pα − 3 (pα − 3)(pα + 2) 2(pα − 3)

−2(pα − 3) 2(pα − 3) (pα − 1)(pα − 3)


dan

det(pαIn −A) = (pα − 3)2(pα + 3)

Sehingga

L−p
[
adj(pαIn −A)

det(pαIn −A)
pα−1

]
=

 Eα,1(3tα) + 5Eα,1(−3tα)

−3Eα,1(3tα) + 3Eα,1(−3tα)

2Eα,1(3tα) + 10Eα,1(−3tα)


Contoh 3.4. Akan ditentukan solusi sistem (1.4) dengan

A =

[
−2 −7

1 2

]
dan x(0) =

[
3

0

]
Untuk menggunakan persamaan (3.3), perlu dihitung yang berikut ini.

(pαIn −A) =

[
pα + 2 7

−1 pα − 2

]
, adj(pαIn −A) =

[
pα − 2 −7

1 pα + 2

]
dan

det(pαIn−A) =(pα+2)(pα−2)+7 =(pα)2−4+7= (pα)2+3=(pα+
√

3i)(pα−
√

3i)

Dengan demikian diperoleh

L−p
[
adj(pαIn −A)

det(pαIn −A)
pα−1

]
=

3i+ 2
√

3

2i
Eα,1(−

√
3itα) +

3i− 2
√

3

2i
Eα,1(

√
3itα)

−
√

3

2i
Eα,1(−

√
3itα) +

√
3

2i
Eα,1(

√
3itα)


4. Kesimpulan

Solusi sistem persamaan diferensial linier homogen fractional

dαx(t)

dtα
= Ax(t), x(0) = x0, 0 < t <∞

dengan
dαx(t)

dtα
menyatakan turunan fractional Caputo orde α dari x(t), dengan

m− 1 < α < m, m ∈ N adalah

x(t) = L−p
[

adj(pαIn −A)

det(pαIn −A)
pα−1

]
x(0).
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