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Abstrak. Penelitian ini menjelaskan tentang penurunan model penyebaran peng-

guna narkoba yang dirumuskan oleh White-Comiskey. Dari model tersebut dilakukan
analisis kestabilan titik-titik kesetimbangan endemik. Hasil yang diperoleh menunjukkan

bahwa kasus pengguna narkoba, dengan kriteria tertentu, akan tetap ada dengan jumlah

yang cenderung konstan.

Kata Kunci : Model White-Comiskey, Titik Kesetimbangan Endemik, Analisis Kestabi-

lan.

1. Pendahuluan

Narkoba merupakan singkatan dari narkotika, psikotropika, dan bahan adiktif lain

[4]. Menurut Undang-Undang Republik Indonesia Nomor 22 Tahun 1997 Pasal 1,

narkotika adalah zat atau obat yang berasal dari tanaman atau bukan tanaman,

baik sintetis maupun semisintetis, yang dapat menyebabkan penurunan atau per-

ubahan kesadaran, hilangnya rasa, mengurangi sampai hilangnya rasa nyeri, dan

dapat menimbulkan ketergantungan [1].

Kasus penyalahgunaan narkoba di Indonesia sudah menyebar di berbagai

kalangan masyarakat, baik pada usia dewasa, remaja maupun usia anak-anak. Kon-

disi seperti ini tentunya sangat meresahkan dan merugikan bagi masa depan gene-

rasi penerus bangsa. Tidak hanya kecanduan, efek samping dari penyalahgunaan

bahan berbahaya ini apabila dikonsumsi dalam dosis yang tinggi dapat berujung

pada kematian.

Kecanduan narkoba tentu saja dapat diobati melalui program rehabilitasi yang

disediakan bagi pengguna narkoba. Namun, program tersebut membutuhkan bi-

aya yang sangat besar dan menjadi beban yang berat dalam sistem kesehatan ne-

gara. Kepala Urusan Rumah Tangga Balai Rehabilitasi Penyalahgunaan Narkoba,

∗penulis korespondensi
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Lembaga Rehabilitasi Pencegahan Penyalahgunaan Narkoba (LRPPN) mengatakan

bahwa rehabilitasi standar bagi pecandu narkoba membutuhkan dana sekitar Rp20-

an juta per orang [6].

Berdasarkan penjelasan di atas, maka perlu dibuat pemodelan matematika yang

dapat menggambarkan penyebaran pengguna narkoba. Model matematika penye-

baran pengguna narkoba diformulasi pertama kali oleh White-Comiskey pada tahun

2007 [5]. Ada tiga pembagian kelompok dalam model White-Comiskey, yaitu kelom-

pok individu yang rentan menjadi pengguna narkoba, kelompok pengguna narkoba

yang tidak dalam masa rehabilitasi dan kelompok pengguna narkoba yang dalam

masa rehabilitasi. Pendekatan yang digunakan pada model ini adalah pendekatan

model epidemik SIRS ( Susceptible - Infected - Removed - Susceptible), yaitu indi-

vidu yang telah berhenti memakai narkoba dapat berkemungkinan kembali menjadi

pecandu. Setelah pemodelan matematika dibuat, selanjutnya akan dianalisa kesta-

bilan titik kesetimbangan endemik dari model White-Comiskey tersebut.

2. Model Epidemik SIRS

Model epidemik SIRS (Susceptible− Infected−Removered− Susceptible) meru-

pakan pengembangan dari model epidemiologi yang pertama kali diperkenalkan

oleh Kermack dan McKendric pada tahun 1927 [2]. Model ini terbagi menjadi tiga

kelompok, yaitu :

(1) Susceptible (S), yaitu kelompok individu yang masih sehat namun rentan ter-

infeksi penyakit.

(2) Infected (I), yaitu kelompok individu yang sudah terinfeksi dan dapat menu-

larkan penyakit ke susceptible apabila melakukan kontak dengannya, namun

individu ini masih dapat sembuh dari penyakit.

(3) Removed (R), yaitu kelompok individu yang telah sembuh dari penyakit dan

dapat menjadi susceptible kembali.

Diagram model SIRS diperlihatkan dalam Gambar 1.

Gambar 1. Diagram Model SIRS

Parameter-parameter yang digunakan pada model SIRS yaitu [3] :

(i) γ menyatakan tingkat populasi yang rentan kembali terkena penyakit.

(ii) δ menyatakan tingkat kelahiran atau kematian populasi,
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(iii) β menyatakan tingkat penyebaran virus,

(iv) v menyatakan tingkat populasi yang sembuh.

Berdasarkan Gambar 1, individu yang rentan terinfeksi penyakit dapat menjadi

terinfeksi setelah melakukan kontak dengan individu terinfeksi. Selanjutnya, indi-

vidu yang telah terinfeksi oleh penyakit dapat sembuh melalui sebuah pengobatan,

dan yang sudah sembuh dapat kembali menjadi rentan terinfeksi.

3. Formulasi Model Penyebaran Pengguna Narkoba

Model penyebaran pengguna narkoba diformulasikan pertama kali oleh White-

Comiskey pada tahun 2007 [5] berdasarkan model SIRS. Hal ini karena ketergan-

tungan narkoba dapat dianggap sebagai sebuah penyakit yang dapat menular ke

individu lain. Populasi dalam model White-Comiskey ini dibagi menjadi tiga kelom-

pok subpopulasi :

(1) Kelompok individu yang sehat namun rentan menjadi pengguna narkoba.

Banyaknya individu dalam kelompok ini pada waktu t dinotasikan dengan S(t).

(2) Kelompok pengguna narkoba yang tidak dalam masa rehabilitasi dan dapat

menginfeksi individu lain (yaitu menjadikan individu lain pengguna narkoba)

ketika melakukan interaksi. Banyaknya individu dalam kelompok ini pada

waktu t dinotasikan dengan U1(t).

(3) Kelompok pengguna narkoba yang dalam masa rehabilitasi dan berpotensi men-

jadi pengguna narkoba kembali ketika berinteraksi dengan pengguna narkoba

yang tidak dalam masa rehabilitasi. Banyaknya individu dalam kelompok ini

pada waktu t dinotasikan dengan U2(t).

Total populasi keseluruhan dari jumlah kelompok subpopulasi tersebut dino-

tasikan dengan N dan dianggap konstan, yaitu

N = S(t) + U1(t) + U2(t). (3.1)

Sebelum model penyebaran pengguna narkoba diformulasikan, terlebih dahulu

dikonstruksi diagram model penyebaran pengguna narkoba dengan menggunakan

diagram model SIRS. Hasil konstruksi diagram yang dimaksud diberikan pada Gam-

bar 2.

Gambar 2. Diagram Model Penyebaran Pengguna Narkoba.
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Berikut adalah penjelasan parameter-parameter yang terdapat pada diagram

model penyebaran pengguna narkoba :

(1) β1 : peluang individu menjadi pengguna narkoba

(2) β3 : peluang pengguna narkoba dalam masa rehabilitasi yang kembali

menggunakan narkoba

(3) ρ : proporsi pengguna narkoba yang masuk masa rehabilitasi

(4) µ : laju kematian alami dari populasi (per satuan waktu)

(5) δ1 : laju kematian pengguna narkoba yang tidak dalam masa rehabilitasi

(per satuan waktu)

(6) δ2 : laju kematian pengguna narkoba dalam masa rehabilitasi

(per satuan waktu)

(7) Λ : jumlah individu yang memasuki populasi rentan.

Semua parameter di atas ditetapkan bernilai positif.

Ada beberapa asumsi yang digunakan pada model penyebaran penggunaan

narkoba ini, yaitu :

(1) Populasi tidak mengalami proses migrasi atau bersifat tertutup.

(2) Total populasi N dianggap konstan sehingga berlaku

Λ = µS + (µ+ δ1)U1 + (µ+ δ2)U2. (3.2)

Berdasarkan persamaan (3.2), jumlah individu yang memasuki populasi rentan

(susceptible) sama dengan jumlah individu yang keluar di setiap kelom-

pok karena kematian. Kematian tersebut diakibatkan karena kematian alami

maupun penggunaan narkoba.

(3) Individu yang rentan menggunakan narkoba maupun pengguna narkoba yang

dalam masa rehabilitasi dapat terinfeksi apabila melakukan kontak dengan

pengguna narkoba yang tidak dalam masa rehabilitasi.

(4) Ada suatu proporsi pengguna narkoba yang masuk masa rehabilitasi.

(5) Seluruh individu dalam populasi memiliki potensi rentan terhadap kecanduan

narkoba.

(6) Pengguna narkoba yang dalam masa rehabilitasi tidak dapat menginfeksi indi-

vidu yang rentan.

Beberapa hal yang dapat dijelaskan berdasarkan Gambar 2 adalah sebagai

berikut:

(1) Laju individu yang rentan menjadi pengguna narkoba diformulasikan dengan

dS

dt
= Λ− β1U1S

N
− µS. (3.3)

Persamaan (3.3) menyatakan bahwa laju individu yang rentan menjadi peng-

guna narkoba sama dengan jumlah individu yang memasuki populasi rentan

dikurangi dengan proporsi individu menjadi pengguna narkoba dan yang

meninggal karena kematian alami.
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(2) Laju individu pengguna narkoba yang tidak dalam masa rehabilitasi diformu-

lasikan dengan

dU1

dt
=
β1U1S

N
− ρU1 +

β3U1U2

N
− (µ+ δ1)U1. (3.4)

Persamaan (3.4) menyatakan bahwa laju individu pengguna narkoba yang tidak

dalam masa rehabilitasi sama dengan proporsi individu rentan dan dalam masa

rehabilitasi menjadi pengguna narkoba dikurangi dengan proporsi pengguna

narkoba yang masuk masa rehabilitasi dan yang meninggak baik karena kema-

tian alami maupun akibat penggunaan narkoba dalam masa di luar rehabilitasi.

(3) Laju individu pengguna narkoba yang dalam masa rehabilitasi diformulasikan

dengan

dU2

dt
= ρU1 −

β3U1U2

N
− (µ+ δ2)U2. (3.5)

Persamaan (3.5) menyatakan bahwa laju individu pengguna narkoba yang

dalam masa rehabilitasi sama dengan proporsi pengguna narkoba yang masuk

masa rehabilitasi dikurangi proporsi pengguna narkoba yang dalam masa reha-

bilitasi kembali menggunakan narkoba yang meninggal baik karena kematian

alami maupun akibat penggunaan narkoba dalam masa rehabilitasi.

Berdasarkan penjelasan di atas, maka penyebaran pengguna narkoba dapat di-

modelkan oleh sistem persamaan diferensial biasa orde satu nonliner berikut:

dS

dt
= Λ− β1U1S

N
− µS,

dU1

dt
=
β1U1S

N
− ρU1 +

β3U1U2

N
− (µ+ δ1)U1, (3.6)

dU2

dt
= ρU1 −

β3U1U2

N
− (µ+ δ2)U2.

4. Analisis Kestabilan Model

Teorema 4.1. Jika β1 > β3 dan µ+ δ2 < 1, maka titik kesetimbangan endemik E∗

stabil asimtotik.

Bukti. Perhatikan matriks Jacobian dari sistem (3.6) berikut :

J(S,U1, U2) =


∂f1(S,U1,U2)

∂S
∂f1(S,U1,U2)

∂U1

∂f1(S,U1,U2)
∂U2

∂f2(S,U1,U2)
∂S

∂f2(S,U1,U2)
∂U2

∂f2(S,U1,U2)
∂U2

∂f3(S,U1,U2)
∂S

∂f3(S,U1,U2)
∂U2

∂f3(S,U1,U2)
∂U2



=

−β1U1

N − µ −β1S
N 0

β1U1

N
β1S
N − ρ+ β3U2

N − µ− δ1 β3U1

N

0 ρ− β3U2

N
−β3U1
N − µ− δ2

 .

(4.1)
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Kestabilan sistem (3.6) di sekitar titik kesetimbangan endemik E∗ dapat diten-

tukan dengan terlebih dahulu mensubstitusikan nilai S∗ =
ΛN

Nµ+Wβ1
, U∗

1 = W ,

dan U∗
2 =

(−β1Λ + ρβ1W + ρµN + µβ1W + µ2N + δ1β1W + δ1µN)N

(β1W + µN)β3
ke matriks

Jacobian (4.1), diperoleh

J(S∗, U∗
1 , U

∗
2 ) =


−β1W
N − µ −β1Λ

Nµ+Wβ1
0

β1W
N C β3W

N

0 D −β3W
N − µ− δ2

 ,

dimana

C =
β1Λ

Nµ+Wβ1
− ρ+

Nµ2 +Nµρ+Nµδ1 +Wµβ1 +Wρβ1 +Wβ1δ1 − Λβ1

Nµ+Wβ1
,

−µ− δ1,

D = ρ− Nµ2 +Nµρ+Nµδ1 +Wµβ1 +Wρβ1 +Wβ1δ1 − Λβ1

Nµ+Wβ1
.

Selanjutnya, perhitungan untuk mendapatkan persamaan karakteristik dari matriks

Jacobian (4.2) dapat dilakukan sebagai berikut :

|J (S∗, U∗
1 , U

∗
2 )− λI| = 0∣∣∣∣∣∣∣∣∣


−β1W
N − µ −β1Λ

Nµ+Wβ1
0

β1W
N C β3W

N

0 D −β3W
N − µ− δ2

−
λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

∣∣∣∣∣∣∣


−β1W
N − µ− λ −β1Λ

Nµ+Wβ1
0

β1W
N C − λ β3W

N

0 D −β3W
N − µ− δ2 − λ


∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

dan diperoleh

λ3 +
(2Nµ+Nδ2 +Wβ1 +Wβ3)λ2

N
+

1

N2(Nµ+Wβ1)
(N3µ3 +N3µ2δ2 + 2N2W

µ2β1 + 2N2Wµ2β3 + 2N2Wµβ1δ2 +N2Wµβ3δ1 +NW 2µβ2
1 + 3NW 2µβ1β3 +N

W 2β2
1δ2 +NW 2β1β3δ1 +W 3β2

1β3 + ΛNWβ2
1 − ΛNWβ1β3)λ+

1

N2(Nµ+Wβ1)

(N2Wµ3β3 +N2Wµ2β3δ1 + 2NW 2µ2β1β3 + 2NW 2µβ1β3δ1 +W 3µβ2
1β3 +W 3β2

1

β3δ1 + ΛNWµβ2
1 − ΛNWµβ1β3 + ΛNWβ2

1δ2) = 0. (4.2)

Dari persamaan karakteristik (4.2), jelas terlihat bahwa koefisien dari λ3 dan

λ2 bernilai positif. Namun koefisien λ dan konstanta suku ke-empat belum dapat

dipastikan apakah bernilai positif atau negatif. Agar titik kesetimbangan endemik

E* stabil asimtotik, maka akar dari persamaan karakteristik (4.2) (nilai-nilai eigen
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λ) haruslah bernilai riil negatif. Berdasarkan Kriteria Routh-Hurwitz, untuk men-

dapatkan akar persamaan karakteristik (4.2) bernilai riil negatif haruslah∣∣a1

∣∣ > 0, (4.3)

dan

M(S∗, U∗
1 , U

∗
2 ) =

∣∣∣∣a1 a3

1 a2

∣∣∣∣ > 0, (4.4)

dimana

a1 =
2Nµ+Nδ2 +Wβ1 +Wβ3

N
,

a2 =
1

N2(Nµ+Wβ1)
(N3µ3 +N3µ2δ2 + 2N2Wµ2β1 + 2N2Wµ2β3 + 2N2Wµβ1δ2

+N2Wµβ3δ1 +NW 2µβ2
1 + 3NW 2µβ1β3 +NW 2β2

1δ2 +NW 2β1β3δ1 +W 3β2
1

β3 + ΛNWβ2
1 − ΛNWβ1β3),

a3 =
1

N2(Nµ+Wβ1)
(W (N2µ3β3 +N2µ2β3δ1 + 2NWµ2β1β3 + 2NWµβ1β3δ1+

W 2µβ2
1β3 +W 2β2

1β3δ1 + ΛNµβ2
1 − ΛNµβ1β3 + ΛNβ2

1δ2)).

Dari pertidaksamaan (4.4), diperoleh

1

N3(Nµ+Wβ1)
(2N4µ4 + 3N4µ3δ2 +N4µ2δ2

2 + 5N3Wµ3β1 + 4N3Wµ3β3 + 7N3

Wµ2β1δ2 +N3Wµ2β3δ1 + 3N3Wµ2β3δ2 + 2N3Wµβ1δ
2
2 +N3Wµβ3δ1δ2 + 4N2W 2

µ2β2
1 + 8N2W 2µ2β1β3 + 2N2W 2µ2β2

3 + 5N2W 2µβ2
1δ2 +N2W 2µβ1β3δ1 + 5N2W 2

µβ1β3δ2 +N2W 2µβ2
3δ1 +N2W 2β2

1δ
2
2 +N2W 2β1β3δ1δ2 +NW 3µβ3

1 + 5NW 3µβ2
1

β3 + 3NW 3µβ1β
2
3 +NW 3β3

1δ2 + 2NW 3β2
1β3δ2 +NW 3β1β

2
3δ1 +W 4β3

1β3 +W 4β2
1

β2
3 + ΛN2Wµβ2

1 − ΛN2Wµβ1β3 − ΛN2Wβ1β3δ2 + ΛNW 2β3
1 − ΛNW 2β1β

2
3) > 0.

Jelas bahwa pertidaksamaan di atas berlaku jika

β1 > β3 (4.5)

dan

µ+ δ2 < 1. (4.6)

Dengan demikian jika β1 > β3 dan µ+ δ2 < 1, maka nilai-nilai eigen λ bernilai

riil negatif. Akibatnya titik kesetimbangan endemik E∗ stabil asimtotik.

Interpretasi: Dari Teorema 4.1 dapat disimpulkan bahwa jika peluang individu

rentan menjadi pengguna narkoba lebih besar daripada peluang pengguna narkoba

yang dalam masa rehabilitasi kembali menggunakan narkoba, dan total laju ke-

matian baik karena faktor alami maupun akibat penggunaan narkoba dalam masa

rehabilitasi lebih kecil daripada 1, maka kasus pengguna narkoba akan tetap ada

dengan jumlah yang cenderung konstan.
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5. Kesimpulan

Berdasarkan analisis kestabilan pada penelitian ini diperoleh hasil bahwa titik kese-

timbangan endemik E∗ stabil asimtotik jika peluang individu rentan menjadi peng-

guna narkoba lebih besar daripada peluang pengguna narkoba yang dalam masa

rehabilitasi kembali menggunakan narkoba, dan total laju kematian baik karena

faktor alami maupun akibat penggunaan narkoba dalam masa rehabilitasi lebih

kecil daripada 1.
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