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Abstrak. Kanker nasofaring (KNF) merupakan kanker yang berasal dari sel epitel
nasofaring yang berada di rongga belakang hidung dan di belakang langit-langit rongga
mulut. Karsinoma nasofaring sangat erat kaitannya dengan infeksi Epstein Barr Virus
(EBV). Pengobatan kanker nasofaring dapat ditempuh memlaui berbagai cara, seperti
operasi atau pembedahan, radioterapi, kemoterapi, terapi hormon, dan imunoterapi.
Pada makalah ini disusun model matematika perkembangan sel nasofaring akibat infeksi
virus EBV dengan intervensi kemoterapi. Model berbentuk sistem persamaan diferensial
biasa berdimensi empat yang mendeskripsikan interaksi sel sehat, virus, sel terinfeksi,
dan sel karsinoma invasif. Selanjutnya dibahas eksistensi dan analisis kestabilan lokal dari
titik ekuilibrium yang menunjukkan bahwa tingkat infeksi dan intervensi pengobatan
merupakan faktor penting dalam perkembangan kanker nasofaring. Simulasi numerik
diberikan untuk memverifikasi teorema yang diperoleh.

Kata Kunci: Kanker nasofaring, model matematika, kestabilan lokal

1. Pendahuluan

Karsinoma nasofaring (KNF) merupakan tumor yang tumbuh dari sel epitel yang
melapisi permukaan nasofaring, khususnya fossa Rosenmuller [1]. Pertumbuhan tu-
mor tersebut dapat meluas ke nasofaring, dan dapat bermestastasis ke kelenjer
getah bening servikal, dan juga bermestastasis jauh ke tulang, paru-paru, serta
mediastinum. KNF merupakan penyakit dengan etiologi multifaktorial, yang di an-
taranya dihubungkan dengan infeksi virus Epstein-Barr (EBV). KNF mempunyai
distribusi geografis dan etnis yang luar biasa dengan disertai interaksi faktor genetik,
virus, lingkugan dan diet. Di dunia, terdapat perkiraan insiden kasus KNF sebanyak
87.000, serta 51.000 kematian pada tahun 2012, yang mewakili sekitar 0,7% dari
beban kanker secara global [2]. Kanker ini dianggap sebagai salah satu yang jarang
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terjadi secara global, berada pada urutan 24 di antara berbagai kanker yang paling
sering terdiagnosis di dunia dan pada urutan 22 di negara berkembang. KNF' 2-3 kali
lipat lebih sering terjadi pada pria dibandingkan pada wanita. KNF diperkirakan
mewakili 2% dari seluruh karsinoma sel skuamosa kepada leher, dengan angka ke-
jadiana 0,5-2 per 100.000 populasi di Amerika Serikat, tetapi penyakit ini endemik
pada daerah geografis seperti Cina Selatan, Asia Tenggara, Indonesia, Jepang, dan
Afrika Utara, serta pada orang Eksimo. Indoneisa merupakan negara kedua dengan
insidens KNF terbanyak. Di Indonesia, KNF mempunyai insidens sebanyak 13.000,
dengan angka kejadian sebanyak 6,2 per 100.000 [3]. Insidensi KNF di Indonesia
pada tahun 2018 sebesar 17.992 yang didominasi oleh pria sebesar 13.966 kasus [4].
Infeksi virus Epstein Barr dan keterlibatan genetik masih menjadi penyebab utama
dari KNF. Selain potensi perubahan genetik dari infeksi EBV, adanya infeksi laten
pada sel epitel tampaknya berperan besar dalam perkembangan KNF [8].

Penanggulangan kanker nasofaring saat ini masih menjadi suatu masalah. Letak
nasofaring yang tersembunyi dan tidak ada gejala yang spesifik yang dijumpai
pada penderita kanker nasofaring menyebabkan banyak kasus yang sulit dideteksi
[4,5,6]. Ada beberapa cara untuk mengobati kanker nasofaring seperti operasi atau
pembedahan, radioterapi, kemoterapi, terapi hormon, dan imunoterapi. Metode
pengobatan yang digunakan penelitian ini adalah kemoterapi, dimana kemoterapi
itu sendiri menggunakan pemberian satu atau lebih obat yang ditunjukkan un-
tuk menghambat, mengurangi maupun membunuh pertumbuhan sel kanker. Na-
mun demikian, kemoterapi juga dapat menghambat pertumbuhan sel sehat yang
berdampak pada kinerja dari sel tersebut.

Beberapa model matematika pada kanker nasofaring telah disusun, seperti
dalam [5,7,9]. Namun pada model-model tersebut belum melibatkan interaksi virus
dan intervensi pengobatan kemoterapi. Pada penelitian ini digunakan persamaan
logistik untuk menggambarkan pertumbuhan sel sehat, virus, sel infeksi, karsinoma
invasive dan pengaruh pengobatan kemoterapi. Penelitian ini sangat bermanfaat
bagi dunia medis sebagai pertimbangan dalam memberikan pengobatan yang tepat
bagi penderita kanker nasofaring sehingga angka kematian akibat kanker nasofaring
dapat ditekan.

Artikel ini disusun sebagai berikut. Pada Bagian 2 disajikan beberapa teori yang
mendasari pemodelan. Selanjutnya pada Bagian 3 dibahas formulasi model dan sifat
solusinya, eksistensi dan analisis kestabilan titik ekuilibrium, serta simulasi numerik.
Artikel ini diakhiri dengan kesimpulan di Bagian 4.

2. Landasan Teori

Pada bagian ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema yang akan digunakan
dalam pembahasan sistem persamaan diferensial. Sistem yang dibahas pada subbab
ini dalah sistem persamaan diferensial nonlinear autonomous sebagai berikut:

x = f(x), x(tg) = xo, (2.1)

dengan f: EF — R™, F himpunan terbuka, £ € R".
Sistem (2.1) dikatakan linear jika f; : R™ — R linier jika f = [f1, fa, - , fn] un-
tuk setiap 4. Jika tidak maka Sistem (2.1) dikatakan nonlinear. Selanjutnya,akan
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dibahas metode linearisasi sistem nonlinear untuk menyelidiki kestabilan titik
ekuilibrium. Misalkan X adalah titik ekuilibrium sistem nonlinear x = f(x) dan

FOf . Of . Ofi T
5‘7531()() %(X m(x)
L L Sl

Jf(X) = | 911 O0xa Oz, (2.2)

Ol () sy .. O
L Ox1 0xo Oz, ’
adalah matriks Jacobian dari fungsi f : R™ — R™. Linearisasi sistem diberikan
dalam definisi berikut.

Definisi 2.1. [11] Sistem linier & = Az dengan matriks A = Jf(T) disebut lin-
earisast * = f(x) pada .

Definisi 2.2. [11] Misalkan E € R™ dan f : E — R™. Titik T € E disebut titik
ekuilibrium sistem (2.1) jika f(z) = 0.

Kestabilan titik ekuilibrium Sistem (??) diberikan dalam definisi berikut.

Definisi 2.3. [11] Misalkan f : E — R", E C R™. Titik ekuilibrium T dari Sistem
(2.1) dikatakan:

(i) stabil, jika untuk setiap € > 0 terdapat § > 0 sedemikian hingga untuk setiap
t >ty dan ||xo — F|| < & berakibat ||z(t) — T < €.
(ii) tidak stabil, jika tidak memenuhi (1).
(iii) stabil asimtotik, jika stabil dan terdapat n > 0 sedemikian sehingga untuk
setiap ||xo — & < eta berakibat lim;_, o x(t) = T.

Jenis titik ekuilibrium X dapat ditentukan melalui nilai eigen dari matriks Ja-
cobian D f(X) yang diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 2.4. [11] Misalkan T adalah titik ekuilibrium hiperbolik. Diberikan ma-
triks Jacobian dari Sistem (2.1), Df(®) berukuran n x n dengan nilai eigen A;,
i=1,2,- k k<n.

(i) Jika Re(;) < 0 untuki=1,2,--- , k maka titik ekuilibrium T stabil asimtotik
lokal.
(i) Jika terdapat i, dengan Re(;) > 0, maka titik ekuilibrium T tidak stabil.

3. Pembahasan
3.1. Formulasi Model

Model matematika yang dibahas pada artikel ini melibatkan sel sehat orofaringeal
dan sel orofaringeal yang terinfeksi virus Epstein-Barr sehingga menjadi karsinoma
invasif atau yang biasa dikenal dengan kanker nasofaring. Dalam pembahasan ini
diamati perkembangan kanker nasofaring mulai dari sel sehat yang terinfeksi men-
jadi karsinoma invasif, dengan interaksi obat kemoterapi. Dalam pemodelan ini,
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diperhatikan empat kelompok populasi, yaitu sel sehat (S), sel terinfeksi (I), karsi-
noma invasif (C), Virus (V). Diasumsikan bahwa laju pertumbuhan sel sehat dan
laju infeksi mengikuti model logistik, dan pemberian kemoterapi tidak hanya mem-
bunuh sel-sel karsioma invasif tetapi juga menyerang sel-sel sehat. Adapun dosis
obat untuk kemoterapi diasumsikan konstan. Skema interaksi sel sehat, sel infeksi,
karsinoma invasif dan virus dengan pemberian pengobatan kemoterapi disajikan
dalam diagram kompertemen pada Gambar 1.

nd, 1

Il L
III \\
I’ ‘\
S | [ ©
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1+ aV

rpS? KS dy,l  KI d;C  KC
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Gambar 1: Skema perkembangan Kanker Nasofaring

Berdasarkan skema pada Gambar 1 model interaksi sel sehat, sel infeksi, karsi-
noma invasif dan virus dengan pemberian kemoterapi dapat disajikan dalam sistem
persamaan diferensial nonlinier sebagai berikut:

% = r(lpS)Slﬁj_Sa‘;KS,

% = 1%52; (dy + 6 + K)I,

% =01 — (ds + K)C,

% = ndyI — d4V. (3.1)

yang memenuhi kondisi awal
5(0),1(0),€(0),V(0) = 0,
dengan

: Jumlah populasi sel sehat,
: Jumlah populasi sel terinfeksi,
: Jumlah populasi karsinoma invasif,

: Jumlah populasi virus,

N < Q o~ W,

: Dosis obat kemoterapi.
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r : Laju pertumbuhan sel sehat,

« : Laju penghambat,

p: Laju tingkat kematian alami sel sehat,

5 : Laju pertumbuhan sel infeksi,

¢ : Laju pertumbuhan sel infeksi ke karsinoma invasif,

di : Laju tingkat kematian alami sel infeksi,
ds : Laju tingkat kematian alami karsinoma invasif,
d4 : Laju kematian alami virus,

n : Laju pertumbuhan virus.

Pada model (3.1), jumlah populasi sel sehat, S akan bertambah mengikuti model
1
logistik, dengan laju pertumbuhan sebesar » dan kapasitas maksimumnya adalah —.

BSV

1+aV’
dengan ( adalah laju pertumbuhan infeksi maksimal, sedangkan 1+ aV adalah efek

penghambatan. Adapun jumlah sel sehat dapat berkurang karena adanya interaksi
dengan obat kemoterapi yang menyebabkan kematian pada sel sehat dengan do-
sis obat sebesar K. Di dalam sel sehat yang terinfeksi, yang disebabkan oleh virus
Epstein-Bar yang akan berkembiang biak hingga batas dimana sel sehat akan men-
jadi karsinoma invasif, diikuti dengan sel sehat yang baru terinfeksi dengan laju
pertumbuhan virus n. Parameter d; adalah tingkat kematian alami sel yang terin-
feksi, 6 adalah laju pertumbuhan, dan d4 adalah tingkat kematian alami virus.

Selanjutnya agar sistem (3.1) memiliki makna secara biologi, maka perlu di-
tunjukkan kepositifan dan keterbatasan solusinya. Keterbatasan diberikan dalam
Teorema berikut.

Sel sehat yang tidak terinfeksi akan menjadi infeksi pada tingkat kejenuhan

Teorema 3.1. Untuk setiap kondisi awal S(0) > 0,1(0) > 0,C(0) > 0,V (0) > 0,
maka solusi model (3.1) selalu nonnegatif untuk setiap t > 0.

Bukti. Dari model (3.1) diperoleh:

(0)els TA=PS(M) - =¥ E=x >

»

1(0)e~ Jo (atd+K) >
(0)e~ Jo (ds+K) >0,
(

Dengan demikian S(t) > 0, I(¢t) >0, C(t) > 0, V(t) > 0 untuk setiap ¢ > 0. |
Teorema 3.2. Solusi model (3.1) terbatas untuk setiap t > 0.

Bukti. Akan ditunjukkan terdapat M > 0 sehingga S(t) < M, I(t) < M, C(t) <
M, V(t) < M untuk setiap ¢ > 0. Dari persamaan pertama model (3.1) diperoleh:

s
& -
7S r(1—pS)s,
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sehingga diperoleh

1

lim sup S(t) < — = M;.
t—o0

Selanjutnya, dari model (3.1), total populasi sel adalah Ny = S+1+C, sehingga
diperoleh

% :T(l—pS)S—dl_[—dgc—KNl STS—KNl

1
Karena S < —, maka
p

— <r-—KN
a =" v
sehingga
r
N < — =M.
150K 2
Dengan demikian, I(t) < M, dan C(t) < Ms. Dari persamaan keempat diperoleh
av
E = d1nI — d4V S nd1M2 — d4‘/,

sehingga diperoleh
1% S nd1 Mg = M3.

Jadi terdapat M = max{M;, Ma, M3} sehingga S(t) < M, I(t) < M, C(t) < M,
V(t) < M untuk setiap ¢t > 0. m|

3.2. Eksistenst dan kestabilan titik ekuilibrium
Model (3.1) memiliki tiga titik ekuilibrium, yaitu:

(i) Titik ekuilibrium trivial Eg = (0,0,0,0), yang secara medis tidak memiliki
arti.
(ii) Titik ekulibrium bebas penyakit F; = (
virus EBV lenyap dari tubuh sehingga tidak terjadi KNF. Titik ekuilibrium
ini eksis untuk rK > 0.
(iii) Titik ekulibrium KNF E, = (S*, I*,C*,V*), dengan
1+aV)(r—K)-8V
(I4+aV)p ’
I BVA+aV)(r—K)—pV
p(l+aV)2(d1 +0+K) ’
. apfV(l+aV)(r—-K)-pV
Cp(l4+aV)2(di + 5+ K)(ds + K)

dengan V* akar real positif dari

r— K

,0,0,0), yang menunjukkan

o

a0V2 + (11V +ag = 0,
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dengan
ag = d4pa2(d1 +0+ K),
a, = 2(d4pa2(d1 +0+ K))a—ndi8(a(r — K) — 8),
ag = d4pa2(d1 +6+ K) — ndlﬁ(r — K)
Titik ekuilibrium KNF eksis jika a; dan as salah satu atau keduanya negatif. Jika
eksis, titik ekuilibrium KNF, Es ini menunjukkan terjadinya kanker nasofaring.
Selanjutnya akan dilihat kestabilan lokal dari titik ekuilibrium F; dan Es. Kesta-

bilan lokal titik ekuilbrium ditentukan melalui nilai eigen matrik Jacobian model
(3.1). Selengkapnya diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 3.3. Titik ekuilibrium bebas kanker Ey stabil asimtotik lokal jika

Bndy (Kr) + dspr(dy + o+ K) > 0.

Bukti. Matriks Jacobian sistem (3.1) di titik F; adalah

r+ K 0 0 _ B(r — K)
rp
JE)=| 0 —(di+5+K) 0 ﬂ(TTpK) (3.2)
0 0 —(ds + K) 0
0 ndy 0 —dy
yang memiliki persamaan karakteristik berbentuk
A+ rK)A+ds+ K) A2+ A+ c2) =0, (3.3)
dengan
ci=(di+dy+5+K), co= W+d4(d1+5+K)).

Mengingat » — K > 0, maka akar-akar persamaan karakteristik persamaan (3.3)
din(K —r

W+d4(dl+5+f<)) > 0.
din(K —r

Bain(K ~1)

p
dy(dy + 6+ K)) > 0. O

meiliki bagian real negatif jika co > 0 atau

Dengan kata lain, terbukti bahwa F; stabil asimtotik lokal jika

Selanjutnya untuk menentukan kestabilan titik ekuilibrium kanker nasofaring,
didefinisikan

pv*
M=r—2rpS*— ——— — K
roAp 1+ aV* ’
G:d1+(5+K7
H=ds+§+K+dy,
CLQZH—M,

ay = dyG — HM — BS*(1 4+ aV*)(d1 + da),
L BS"(L+aV)(Mndy — Gdy) + B*ndr SV
0= 1+ V*3a3 + 3V*2a2 +3V*OZ

— dsGM.
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dan diperoleh teorema berikut.

Teorema 3.4. Titik ekuilibrium kanker nasofaring Eo stabil asimtotik lokal jika
as,ai,ag > 0.

Bukti. Matriks Jacobian Sistem (3.1) di titik £; adalah

ps*
M 0 0 —_——
8 N
V= -
= | —— -G 0 —_
JE) = | T avy A+ ave)
0 1) —(dg + K) 0
0 nd1 0 —d4
yang memiliki persamaan karakteristik berbentuk
(A +ds + K)(A3 + ag\ + a1\ + ag) = 0, (3.4)

dengan akar-akar A\; = d3K < 0 dan jika as,a1,a9 > 0 maka ketiga akar lain-
nya akan memiliki bagian real negatif. Dengan kata lain titik ekuilibrium kanker
nasofaring Fs stabil asimtotik lokal jika as, a1, ag > 0. O

3.3. Sitmulast numerik

Untuk memverifikasi hasil teoritis pada sub bab sebelumnya, pada bagian ini
diberikan simulasi numerik. Nilai-nilai parameter yang digunakan untuk simulasi
diambil dari referensi [7,10]. Untuk menunjukkan kestabilan titik ekuilibrium E1,
dipilih nilai-nilai parameter

a=0,01;r=1;p=0,05;
8 =0,1;6 = 0,0082;d; = 0,0138;
K =0,1;d3 =0,0188;d4 = 0,1152;n = 2. (3.5)

Dengan nilai-nilai parameter (3.5) tersebut diperoleh titik ekuilirium E; =
(18,0,0,0) dan Bndy (K — 1) + dypr(d; + a+ K) = 4.646910~% > 0 yang memenuhi
kondisi pada Teorema 3.3. Dengan demikian F; = (18,0, 0, 0) stabil asimtotik lokal,
seperti terlihat pada Gambar 2.

Gambar 2(a) merupakan solusi terhadap waktu yang menunjukkan sel terinfeksi,
sel karsinoma invasif dan virus pada akhirnya akan hilang dari tubuh. Gambar
2(b) merupakan plot tiga dimensi dari sel terinfeksi, sel karsinoma invasif, dan
virus yang menunjukkan kestabilan dari titik ekuilibrum bebas kanker nasofaring.
Terlihat bahwa semua trayektori dari kondisi awal yang berbeda akan menuju ke
kondisi lenyapnya ketiga populasi tersebut.

Berikutnya, diambil nilai parameter 8 = 0,16 dan nilai parameter lainnya tetap
seperti pada (3.5). Dengan nilai parameter tersebut, diperoleh titik ekuilibrium
E; = (4,8028;3,3355;20,0463;1,3837) dan memenuhi kondisi-kondisi pada Teo-
rema 3.4, sehingga FE5 stabil asimtotik lokal.

Gambar 3(a) memperlihatkan dalam waktu sekitar 300 hari, jumlah populasi
akan menuju ke titik ekuilibrium, sedangkan pada Gambar 3(b) titik ekuilibrium
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Gambar 3: Titik ekuilibrium kanker nasofaring

FE» ini stabil asimtotik, seperti tampak bahwa semua trayektori yang dimulai dari
kondisi awal berbeda akan menuju ke kondisi setimbang tersebut.

Untuk melihat pengaruh pemberian obat kemoterapi, pada Gambar 4 diberikan
simulasi dengan variasi nilai K. Terlihat bahwa semakin besar nilai K, yang berarti
dosis kemoterapi semakin besar, maka kemungkinan kondisi bebas kanker nasofar-
ing dapat segera tercapai. Namun demikian, dari sisi medis tentu saja ada dosis
maksimal yang diberikan untuk setiap pengobatan, sehingga penderita kanker na-
sofaring tidak mengalami overdosis. Pada Gambar 4(a), dengan nilai K = 0,078
terlihat akan terjadi kanker nasofaring. Jumlah populasi sel akan menuju ke titik
kesetimbangan kakner nasofaring dalam waktu sekitar dua tahun. Pada Gambar
4(b), dengan nilai K = 0,15 kesetimbangan kanker akan tercapai lebih cepat, na-
mun jumlah populasi sel kanker lebih sedikit. Sedangkan pada Gambar 4(c), dengan
nilai K = 0,5 memperlihatkan terjadinya kondisi bebas kanker. Penelitian lebih lan-
jut tentang dosis kemoterapi perlu dilakukan untuk memperoleh batasan maksimal
dosis kemoterapi yang disarankan medis.

4. Kesimpulan

Pada artikel ini dipelajari model perkembangan sel kanker pada KNF, yang terdiri
dari sel sehat orofaring, sel terinfeksi, sel invasif karsinoma, dan interaksinya dengan
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Gambar 4: Simulasi dengan variasi dosis kemoterapi

virus EBV. Dipertimbangkan juga pemberian dosis kemoterapi sebagai upaya peng-
obatan kanker. Dari model yang disusun selanjutnya dilakukan analisis kesatabilan
titik ekuilibrium bebas kanker dan titik ekuilibrium kanker nasofaring. Laju pertum-
buhan sel terinfeksi berpengaruh terhadap kondisi keberlangsungan kanker KNF.
Dipelajari juga pengaruh pemberian dosis kemoterapi, yang menunjukkan semakin
besar dosis kemoterapi makan kesembuhan akan dapat tercapai. Tentu saja do-
sis pemberian kemoterapi ada batas maksimalnya sehingga untuk menuju kesem-
buhan bukan berarti dosis kemoterapi dapat dibuat sebesar mungkin. Walaupun
model yang disusun masih sederhana, namun diharapkan dapat menjadi dasar pe-
modelan kanker nasofaring terkait dengan keberadaan visus EBV dan upaya peng-
obatan dengan kemoterapi. Untuk penelitian selanjutnya perlu dipelajari lebih men-
dalam tentang perkembangan sel kanker nasofaring dan intervensi pengobatan yang
mungkin dilakukan.
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