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Abstrak. COVID-19 merupakan penyakit menular yang disebabkan oleh Severe

Acute Respiratory Syndrome Coronavirus-2 (SARS-Cov-2) yang menyebar hampir ke
suluruh penjuru dunia. Pada penelitian ini disusun model epidemik SIVR untuk menge-

tahui penyebaran COVID-19 dengan menggunakan teori kontrol optimal. Model epi-

demik SIVR merupakan salah satu pemodelan matematika yang mendeskripsikan inter-
aksi antara populasi rentan, terinfeksi, tervaksin dan populasi yang sembuh. Kontrol

dalam penelitian ini bertujuan untuk meminimalkan jumlah populasi terinfeksi agar da-

pat menekan kasus penyebaran COVID-19. Simulasi pada penelitian ini ditinjau dari
dua keadaan R0 (Bilangan Reproduksi Dasar) , dengan R0 > 1 untuk kasus terjadinya

endemik dan R0 < 1 untuk kasus terjadinya bebas penyakit. Berdasarkan solusi numerik

model epidemik SIVR dengan dan tanpa pengontrol menggunakan Prinsip Maksimum
Pontryagin metode Runge-Kutta orde 4, diperoleh hasil bahwa semakin tinggi jum-

lah populasi tervaksin COVID-19 menyebabkan jumlah populasi rentan semakin berku-

rang, begitupun sebaliknya, yang berarti bahwa vaksin dapat menekan kasus penyebaran
COVID-19 di Jawa Tengah.

Kata Kunci : Model epidemik, COVID-19, vaksinasi, kestabilan, kontrol optimal

1. Pendahuluan

Virus baru bernama Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus-2 (SARS-

Cov-2) jenis Betacoronavirus muncul pertama kali di Wuhan, Cina pada Desem-

ber 2019 [1]. World Health Organization/WHO telah mendeklarasikan penyakit

yang disebabkan oleh virus ini sebagai pandemi pada 11 Maret 2020 dengan

nama penyakit Coronavirus Disease-19 (COVID-19) [2]. COVID-19 dapat ditu-

larkan melalui kontak fisik maupun droplet (tetesan air liur) yang keluar saat batuk

maupun bersin. Gejala klinis yang paling sering terjadi pada pasien COVID-19 yaitu

demam (98%), batuk (76%), dan myalgia atau kelemahan (44%). Gejala lain yang

terdapat pada pasien, namun jarang ditemukan yaitu produksi sputum (28%), sakit
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538



Kontrol Optimal Penyebaran Covid-19 dengan Vaksinasi 539

kepala 8%, batuk darah 5%, dan diare 3%. Sebanyak 55% dari pasien yang diteliti

mengalami dispnea [3].

Jawa Tengah merupakan salah satu provinsi di Indonesia yang memiliki total ka-

sus cukup tinggi yang menempati urutan kasus peringkat ke-3 setelah DKI Jakarta

dan Jawa Timur, pada akhir Agustus 2020 sebanyak 128.776 kasus. Kasus positif

Jawa Tengah mengalami kenaikan 4,8% menjadi 84.512 kasus dan angka kesem-

buhan COVID-19 di Jawa Tengah adalah 66,70% [4,5].

Salah satu metode untuk mengendalikan sekaligus mencegah penyebaran

penyakit COVID-19 yaitu dengan vaksinasi. Sejauh ini lebih dari 40 perusahaan

farmasi dan lembaga akademis di seluruh dunia telah melakukan program pengem-

bangan vaksinasi untuk melawan COVID-19 [6]. Sejak 13 Januari 2021, Indonesia

telah melakukan program vaksinasi. Program vaksinasi saat ini diperluas ke seluruh

daerah di Indonesia, salah satunya Jawa Tengah.

Berbagai model matematika yang membahas mengenai penyakit telah disusun,

seperti dalam [7,8,9,10,11,12]. Beberapa dari penelitian tersebut membahas men-

genai COVID-19 dengan menerapkan teori kontrol optimal,diantaranya penelitian

yang dilakukan oleh Aldila [7] dan Ndii dan Adi [8]. Salah satu metode untuk mence-

gah peyebaran COVID-19 yaitu dengan adanya vaksinasi. Namun dalam penelitian

tersebut tidak melibatkan adanya vaksinasi. Berbeda dengan penelitian yang di-

lakukan oleh Pertiwi, model yang digunakan adalah model epidemik SIRV yang

mempertimbangkan adanya vaksinasi [9].

Pada penelitian ini digunakan persamaan model SIVR untuk menggambarkan

pertumbuhan populasi rentan, populasi terinfeksi, populasi tervaksin, dan populasi

sembuh dengan menggunakan teori kontrol optimal. Penelitian ini sangat berman-

faat bagi dunia medis sebagai pertimbangan dalam memberikan vaksin yang optimal

bagi populasi rentan sehingga populasi terinfeksi dapat ditekan. Artikel ini disusun

sebagai berikut. Pada bagian 2 disajikan beberapa teori yang mendasari pemodelan.

Selanjutnya pada Bagian 3 dibahas formulasi model dan sifat solusinya, eksistensi

dan analisis kestabilan titik ekuilibrium, serta simulasi numerik. Artikel ini diakhiri

dengan kesimpulan di Bagian 4.

2. Lndasan Teori

Pada bagian ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema yang akan digunakan

dalam pembahasan sistem persamaan diferensial, bilangan reproduksi dasar, teori

kontrol optimal. Sistem yang dibahas pada subbab ini dalah sistem persamaan

diferensial nonlinear autonomous sebagai berikut:

dx

dt
= f(x) (2.1)

dengan x adalah variabel dependen dan t adalah variabel independen. Persamaan

(2.1) merupakan persamaan diferensial autonomous, yakni hanya bergantung pada

satu variabel x. Selanjutnya, akan dibahas metode linearisasi sistem nonlinear untuk

menyelidiki kestabilan titik ekuilibrium.

Teorema 2.1. [13] Jika f : Rn → Rn memiliki turunan di x0, maka turunan
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parsial
∂fi
∂xj

, i, j = 1, 2, · · · , n ada pada x0, dan untuk setiap x ∈ Rn berlaku

Df(x)x =

n∑
i=1,j=1

∂fi
∂xj

(x)xj , (2.2)

matriks Df(x) atau biasa ditulis dengan J dinamakan matriks Jacobian.

Definisi 2.2. [13] Diberikan matriks Jacobian Df(x). Sistem linear ẋ = (Df(x))x

disebut linearisasi dari sistem ẋ = f(x) di sekitar titik x.

Definisi 2.3. [13] Diberikan suatu sistem persamaan diferensial dxdt = f(x), dengan

x, f(x) ∈ R. Titik x ∈ R disebut titik ekuilibrium jika dan hanya jika f(x) = 0.

Kestabilan titik ekuilibrium Sistem (2.1) diberikan dalam definisi berikut.

Definisi 2.4. [14] Sistem linear dikatakan stabil jika semua solusi pada sistem

t→∞ dan stabil asimtotik jika semua solusi konvergen ke 0 dengan t→∞.

Jenis titik ekuilibrium x dapat ditentukan melalui nilai eigen dari matriks Ja-

cobian Df(x) yang diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 2.5. [14] Sistem persamaan ẋ = Ax dikatakan stabil asimtotik jika dan

hanya jika semua bagian real nilai eigen dari A bernilai negatif.

Teorema 2.6. [14] Jika terdapat bagian real nilai eigen dari matriks A yang berni-

lai positif maka sistem persamaan ẋ = Ax tidak stabil.

Pada teori kontrol optimal, terdapat definisi kontrol optimal dan prinsip maksi-

mum Potryagin sebagai berikut. Masalah kontrol optimal merupakan suatu masalah

yang bertujuan memilih fungsi kontrol u(t) yang membawa sistem dari kondisi awal

x(t0) pada waktu t0 menuju kondisi akhir x(tf ) pada waktu akhir tf sehingga da-

pat mengoptimalkan (memaksimalkan atau meminimumkan) suatu fungsi tujuan.

Kondisi yang bergantung pada fungsi kontrol dinyatakan dalam bentuk persamaan

diferensial

ẋ(t) = g(t,x(t),u(t)) (2.3)

dengan kondisi awal x(t0) = x0. Sistem tersebut bergantung pada fungsi u(t) yang

merupakan fungsi kontrol dari sistem (2.3). Jika nilai u(t) berubah maka solusi dari

sistem (2.3) juga akan berubah. Masalah kontrol yang paling dasar yaitu mencari

fungsi kontrol u(t) dan solusi sistem yang bersesuaian dengan (2.3) sehingga fungsi

tujuan (2.4) dapat tercapai, yaitu

max
u

∫ tf

t0

f(t,x(t),u(t))dt, (2.4)

dengan kendala ẋ(t) = g(t,x(t),u(t)), x(t0) = x0 dan x(tf ) bebas (nilainya tidak

dibatasi).

Teknik yang digunakan untuk menyelesaikan kontrol yang optimal dan kondisi

yang terkait yaitu teknik pada Prinsip Maksimum Pontryagin. Pontryagin mem-

perkenalkan ide mengenai fungsi adjoint untuk menambahkan persamaan diferen-

sial ke fungsi tujuan. Fungsi tujuan memiliki tujuan yang sama dengan pengganda



Kontrol Optimal Penyebaran Covid-19 dengan Vaksinasi 541

Lagrange dalam kalkulus multivariat, yang menambahkan kendala pada fungsi be-

berapa variabel yang akan dimaksimumkan atau diminimumkan. Misalkan fungsi

tujuan dalam persamaan (2.4) dituliskan sebagai berikut.

J(u) =

∫ tf

t0

f(t,x(t),u(t)dt), (2.5)

dengan x merupakan variabel state. Asumsikan bahwa kontrol optimal dari masalah

optimal (2.4) ada, yaitu u̇ dengan ẋ adalah variabel state optimal yang memenuhi

persamaan (2.3).

3. Pembahasan

3.1. Formulasi Model

Model matematika yang akan dibahas pada artikel ini melibatkan vaksinasi. Dalam

pembahasan ini diamati penyebaran COVID-19 dengan dan tanpa pengontrol oleh

vaksin. Dalam pemodelan ini, diperhatikan empat kelompok populasi, yaitu popu-

lasi rentan (S), populasi terinfeksi (I), populasi tervaksin (V ), dan populasi sembuh

(R). Diasumsikan bahwa laju rekruitmen konstan, individu yang telah sembuh dari

COVID-19 dapat rentan kembali, dan populasi yang telah melakukan vaksinasi da-

pat terinfeksi jika terjadi kontak dengan virus. Diagram interaksi populasi rentan,

populasi terinfeksi, populasi tervaksin, dan populasi sembuh disajikan dalam Gam-

bar 1.

Gambar 1: Diagram model epidemik SIVR

Berdasarkan skema pada Gambar 1 model interaksi populasi rentan, populasi

terinfeksi, populasi tervaksin, dan populasi sembuh dapat disajikan dalam sistem

persamaan diferensial nonlinear sebagai berikut:

Ṡ = Λ− β1SI − ψS − µS + (1− γ)I,

İ = β1SI + β2I − (µc + µ)I − γI − (1− γ)I,

V̇ = ψS − β2I − µV,
Ṙ = γI − µR, (3.1)

yang memenuhi kondisi awal

S(0), I(0), V (0), R(0) ≥ 0,
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dan domain

Ω = {(S, I, V,R) ∈ R4
+|S + I + V +R = N,N(0) = N0 ≤

Λ− µcI
µ

},

dengan:

S : Jumlah populasi rentan,

I : Jumlah populasi terinfeksi,

V : Jumlah populasi tervaksin,

R : Jumlah populasi sembuh,

Λ : Laju rekruitmen,

β1 : Laju infeksi,

β2 : Laju infeksi setelah vaksinasi,

µ : Laju kematian alami,

µc : Laju kematian karena COVID-19,

ψ : Laju vaksinasi,

γ : Laju kesembuhan,

(1− γ) : Laju kesembuhan yang terinfeksi kembali.

Pada model (3.1), jumlah populasi rentan, S akan bertambah mengikuti model

logistik, dengan laju rekruitmen sebesar Λ dan penambahan dari populasi terinfeksi

yang telah sembuh menjadi rentan kembali sebesar (1γ). Populasi rentan yang tidak

terinfeksi dan populasi terinfeksi akan menjadi infeksi yaitu β1SI dan β2I, dengan

β1, β2 adalah laju penularan dan laju penularan populasi tervaksin. Adapun jumlah

populasi rentan dapat berkurang karena adanya populasi yang tervaksin sebesar ψ.

Setiap kompartemen pada model SIVR berkurang, yang disebabkan oleh kematian

sebesar µ, dan untuk kompartemen terinfeksi mengalami kematian yang disebabkan

oleh COVID-19 sebesar µc. Populasi terinfeksi dapat sembuh sebesar γ.

Selanjutnya agar sistem (3.1) memiliki makna secara biologi, maka perlu di-

tunjukkan kepositifan dan keterbatasan solusinya. Kepositifan dan keterbatasan

diberikan dalam Teorema berikut.

Teorema 3.1. Untuk setiap kondisi awal S(0) ≥ 0, I(0) ≥ 0, V (0) ≥ 0, R(0) ≥ 0,

maka solusi model (3.1) selalu nonnegatif untuk setiap t > 0.

Bukti. Dari model (3.1) diperoleh,

S(t) = S(0)e−
∫ t
0
(β1I+ψ+µ) dt ≥ 0,

I(t) = I(0)e−
∫ t
0
(β1S+β2−µc−µ−1) dt ≥ 0,

V (t) = V (0)e−
∫ t
0
µ dt ≥ 0,

R(t) = R(0)e−
∫ t
0
µ dt ≥ 0,

dengan demikian, S(0) ≥ 0, I(0) ≥ 0, V (0) ≥ 0, R(0) ≥ 0, untuk setiap t ≥ 0.

Teorema 3.2. Solusi sistem (3.1) dengan kondisi awal S(0) ≥ 0, I(0) ≥ 0, V (0) ≥
0, R(0) ≥ 0 terbatas untuk setiap t ≥ 0.
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Bukti. Akan ditunjukkan terdapat K > 0 sehingga S(t) ≤ K, I(t) ≤ K, V (t) ≤ K,

R(t) ≤ K untuk setiap t > 0.

Ṅ = Ṡ + İ + V̇ + Ṙ,

= (Λ− β1SI − ψS − µS + (1− γ)I) + (β1SI + β2I − (µc + µ)I

−γI − (1− γ)I) + (ψS − β2I − µV ) + (γI − µR),

= Λ− µS − (µc + µ)I − µV − µR,
= Λ− µcI − µ(S + I + V +R),

= Λ− µcI − µN.

Dengan demikian diperoleh

Ṅ ≤ Λ− µN.

Jadi,

0 < lim
t→∞

supN(t) ≤ Λ

µ
= K,

sehingga solusi dari persamaan (3.1) terbatas.

3.2. Eksistensi dan Kestabilan Titik Ekuilibrium

Model (3.1) memiliki dua titik ekuilibrium, yaitu:

(1) Titik ekuilibrium bebas penyakit E1 =

(
Λ

ψ + µ
, 0,

ψΛ

µ(ψ + µ)
, 0

)
yang

menyebabkan COVID-19 hilang dari tubuh sehingga tidak terjadi penyakit.

E1 ini eksis untuk Λβ1 < (ψ + µ)(1 + µc + µ− β2).

(2) Titik ekuilibrium endemik E2 = (S∗, I∗, V ∗, R∗), dengan

S∗ =
Λ

R0(ψ + µ)

I∗ =
Λ(R0 − 1)

R0q

V ∗ =
Λψ

R0µ(ψ + µ)
− Λβ2(R0 − 1)

R0qµ

R∗ =
Λγ(R0 − 1)

µR0q
,

dengan R0 =
Λβ1

(ψ + µ)(1 + µc + µ− β2)
adalah bilangan reproduksi dasar

yang dapat dicari dengan metode Next Generatin Matrix. Dengan demikian

titik ekuilibrium endemik eksis jika R0 > 1 dan γ + µ + µc > β2. Titik

ekuilibrium E2 ini menunjukkan terjadinya penyebaran COVID-19.

Selanjutnya akan dilihat kestabilan lokal dari titik ekuilibrium bebas penyakit (E1)

dan endemik (E2). Kestabilan lokal titik ekuilibrium ditentukan melalui nilai eigen

matriks Jacobian model (3.1). Selengkapnya diberikan dalam teorema berikut.
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Teorema 3.3. Titik ekuilibrium endemik COVID-19 E1 stabil asimtotik lokal jika

R0 < 1.

Bukti. Matriks Jacobian Sistem (3.1) di titik E1 adalah

J1 =


−ψ − µ −β1(

Λ

ψ + µ
) + (1− γ) 0 0

0 β1(
Λ

ψ + µ
) + β2 − (µc + µ)− 1 0 0

ψ −β2 −µ 0

0 γ 0 −µ

 (3.2)

yang memiliki persamaan karakteristik berbentuk

(λ+ ψ + µ)(λ− Λβ1
ψ + µ

− β2 + (µc + µ) + 1)(λ+ µ)2 = 0. (3.3)

Akar-akar persamaan karakteristik persamaan (3.3) memiliki bagian real negatif

jika Λβ1 < (ψ + µ)(1 + µc + µ − β2). Dengan kata lain, terbukti bahwa E1 stabil

asimtotik lokal jika R0 < 1.

Selanjutnya untuk menentukan kestabilan titik ekuilibrium endemik, diberikan

teorema berikut.

Teorema 3.4. Titik ekuilibrium endemik COVID-19 E2 stabil asimtotik lokal jika

R0 > 1.

Bukti. Matriks Jacobian sistem ((3.1)) di titik E2 adalah

J2 =


−
(

Λβ1(R0 − 1)

R0q
+ (ψ + µ)

)
1− Λβ1

R0(ψ + µ)
0 0

Λβ1(R0 − 1)

R0q

Λβ1
R0(µ+ ψ)

+ β2 − (µc + µ)− 1 0 0

ψ −β2 −µ 0

0 γ 0 −µ


(3.4)

yang memiliki persamaan karakteristik berbentuk

(λ+ µ)2(λ2 +
Λβ1(R0 − 1)

R0q
+ (ψ + µ))λ+

Λβ1(R0 − 1)

R0
= 0. (3.5)

Dari Persamaan (3.5) diperoleh λ1,2 = µ yang jelas bernilai negatif, dan kedua

nilai eigen lainnya akan memiliki bagian real negatif jika R0 > 1. Dengan kata lain

terbukti bahwa E2 stabil asimtotik lokal jika R0 > 1.

3.3. Masalah Kontrol Optimal

Untuk masalah kontrol optimal, digunakan variabel kontrol u(t) ∈ U yang merepre-

sentasikan jumlah individu rentan yang diberikan vaksin pada saat t. Berikut model
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epidemik SIVR dengan kontrol u ,yaitu:

S∗ = Λ− β1SI − (ψ + µ)S − µS + (1− γ)I,

I∗ = β1SI + β2I − (µc + µ)I − γI − (1− γ)I,

V ∗ = (ψ + µ)S − β2I − µV,
R∗ = γI − µR, (3.6)

dengan t0 < t < tf dan 0 ≤ u ≤ 1.

Penyelesaian kontrol optimal di sini bertujuan untuk meminimumkan populasi

yang terinfeksi yaitu dengan meminimumkan u(t) pada fungsi tujuan berikut.

max J =

∫ tf

t0

(
V +

1

2
αu2

)
dt, (3.7)

dengan kendala sistem persamaan (3.6) dengan α adalah bobot parameter positif

(ψ), dengan t ∈ [0, tf ]. Kemudian akan ditentukan kontrol optimal u∗ sehingga

berlaku

J(u̇) = max{J(u)|u ∈ U}, (3.8)

dengan

U = {u(t) | 0 ≤ u ≤ 1, t ∈ [0, tf ]}.

Masalah kontrol optimal diselesaikan dengan memenuhi kondisi-kondisi pada

Prinsip Minimum Pontryagin. Terlebih dahulu didefinisikan fungsi Hamilton sebagai

berikut.

H(x, u, t, y) = V +
1

2
αu2 + y1(Λ− β1SI − (ψ + u)S)− µS + (1− γ)I)

+ y2(β1SI + β2I − (µ+ µ)c)I − γI − (1− γ)I) + y3

((ψ + u)S − β2I − µV ) + y4(γI − µR). (3.9)

dengan y1 = y1(t), y2 = y2(t), y3 = y3(t), y4 = y4(t) adalah variabel co-state.

Menurut Prinsip Maksimum Pontryagin, fungsi Hamilton mencapai solusi optimal

jika memenuhi kondisi-kondisi berikut.

(1) Kondisi stasioner.

Kondisi stasioner untuk kontrol u(t):

∂H

∂u
= 0⇔ αu̇− y1S + y3S = 0,

⇔ αu̇ = y1S − y3S,
⇔ αu̇ = (y1 − y3)S,

⇔ u̇ =
(y1 − y3)S

α
(3.10)

Karena didefinisikan solusi u∗ adalah

u =


(y1 − y3)S

α
, 0 <

(y1 − y3)S

α
< 1,

0,
(y1 − y3)S

α
≤ 0,

1,
(y1 − y3)S

α
≥ 1,
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sehingga kontrol optimal u∗ dapat dinyatakan sebagai

u = max{0,min{ (y1 − y3)S

α
, 1}}.

(2) Persamaan state

∂H

∂y1
= Λ− β1SI − (ψ + u)S − µS + (1− γ)I,

∂H

∂y2
= β1SI + β2I − (µc + µ)I − γI − (1− γ)I,

∂H

∂y3
= (ψ + u)S − β2I − µV,

∂H

∂y4
= γI − µR. (3.11)

(3) Persamaan co-state

∂H

∂S
= −(y1(−β1I − (ψ + u)− µ+ y2β1I + y3(ψ + u)),

= y1(β1I + (ψ + u) + µ− y2β1I − y3(ψ + u),

∂H

∂I
= −(y1(−β1S + (1− γ)) + y2(β1S + β2 − (µ+ µc)− 1) + y3(−β2) + y4γ,

= y1(β1S − (1− γ))− y2(β1S + β2 − (µ+ µc)− 1) + y3(β2)− y4γ,
∂H

∂V
= −(1− y3µ),

= y3µ− 1,

∂H

∂R
= y4µ. (3.12)

3.4. Simulasi Numerik

Untuk memverifikasi hasil teoritis pada sub bab sebelumnya, pada bagian ini

diberikan simulasi numerik menggunakan software R. Berikut diberikan simulasi

lintasan kestabilan model SIVR.

Pada Gambar 2 diberikan parameter untuk Λ = 1, β1 = 2, β2 = 1, µ = 1,

µc = 2, ψ = 1, dan γ = 1, 5, sehingga R0 = 0, 333 < 1; maka titik ekuilibrium

bebas penyakit E1 akan stabil menuju S1, I1 = (0.5, 0).

Sedangkan pada Gambar 3, sistem akan stabil menuju S2, I2 = (1.5, 1.018519)

karena titik tersebut merupakan titik eikuilibrium endemik E2 dengan Λ = 5, β1 =

2, β2 = 1, µ = 1, µc = 2, ψ = 0, 5, dan γ = 0, 7 sehingga R0 = 2, 222 > 1.

Nilai-nilai parameter yang digunakan untuk simulasi diambil dari referensi [10,

11] untuk formula parameternya, sementara data diperoleh dari [6,7,8]. Untuk kon-

disi awal, diberikan (14 Januari 2021):

S(0) = 36.351.920, I(0) = 97.059, V (0) = 978, dan R(0) = 66.078.

Untuk menunjukkan kestabilan titik ekuilibrium E1, dipilih nilai-nilai parameter

Λ = 1.095, 89, β1 = 5, 501773× 108, β2 = 0,

ψ = 0, µ = 3, 68× 105, µc = 0, 0477, γ = 0, 05555556, (3.13)
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Gambar 2: Kestabilan Untuk Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Gambar 3: Kestabilan Untuk Titik Ekuilibrium Endemik

dengan laju vaksinasi dan laju penularan dari tervaksin diasumsikan berni-

lai nol. Nilai-nilai parameter (3.13) diperoleh titik ekuilibrium E2 =

((19.043.621), (3.824, 917), 0, (5.774.332, 301)) dan R0 = 1, 563758 > 1 yang

memenuhi kondisi Teorema 3.4. Dengan demikian E2 stabil asimtotik lokal seperti

terlihat pada Gambar 4.

Gambar 4 merupakan solusi terhadap waktu yang menunjukkan populasi ter-

infeksi pada akhirnya akan selalu ada. Hal tersebut terlihat bahwa untuk populasi

rentan stabil di 19.043.621 jiwa, dan populasi terinfeksi 3.824, 917 jiwa pada saat t

tertentu.

Untuk menunjukkan kestabilan titik ekuilibrium E2, dipilih nilai-nilai parame-

ter:

Λ = 1.095, 89, β1 = 5, 501773× 108, β2 = 0, 00204499

ψ = 2, 69037× 105, µ = 3, 68× 105, µc = 0, 0477, γ = 0, 05555556. (3.14)
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Gambar 4: Kasus COVID-19 Jawa Tengah (R0 ¿ 1)

Dengan nilai-nilai parameter pada persamaan (3.14), diperoleh titik ekuilibrium

E1 = (17.202.925, 0, 12.576.694, 0) dan R0 = 0, 9051098 < 1 yang memenuhi kon-

disi Teorema 3.3. Dengan demikian E1 stabil asimtotik lokal seperti terlihat pada

Gambar 5.

Gambar 5: Kasus COVID-19 Jawa Tengah (R0 < 1)

Gambar 5 merupakan solusi terhadap waktu yang menunjukkan populasi terin-

feksi pada akhirnya akan hilang. Hal tersebut terlihat bahwa untuk populasi terin-

feksi nol pada saat t tertentu dengan populasi rentannya 17.202.925 jiwa.

3.4.1. Perbedaan Model SIVR Dengan dan Tanpa Pengontrol

Berikut grafik perbandingan model SIVR tanpa pengontrol dan dengan pengontrol.

Berdasarkan Gambar 6, terlihat bahwa populasi rentan mengalami penurunan.
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Gambar 6: Kompartemen Susceptible Kasus COVID-19 Jawa Tengah

Penurunan ini dikarenakan populasi rentan terinfeksi COVID-19 dan berpindah

ke populasi terinfeksi. Populasi rentan dengan pengontrol, bergerak lebih cepat

dibanding tanpa pengontrol.

Gambar 7: Kompartemen Infected Kasus COVID-19 Jawa Tengah

Pada Gambar 7 terlihat bahwa laju pertumbuhan populasi terinfeksi naik. Hal

ini dikarenakan populasi rentan yang terinfeksi COVID-19 berpindah ke populasi

terinfeksi. Namun, laju pertumbuhan populasi terinfeksi perlahan menurun, hal ini

dikarenakan laju kematian populasi terinfeksi lebih besar dari laju penambahan

populasi terinfeksi dan populasi yang terinfeksi ada yang berpindah ke rentan kem-

bali dan populasi sembuh. Laju pertumbuhan populasi terinfeksi kemudian perla-

han akan naik turun sampai pada waktu t tertentu dan akan terlihat dalam kondisi

setimbang (di titik ekuilibrium).

Laju pertumbuhan populasi tervaksin meningkat pada kasus COVID-19 dengan

pengontrol (lihat Gambar 8).
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Gambar 8: Kompartemen Vaccinated Kasus COVID-19 Jawa Tengah

Berbeda dengan populasi tervaksin tanpa pengontrol konstan di 978 jiwa. Hal

ini dikarenakan asumsi dari tidak adanya laju vaksinasi dan laju penularan dari

populasi tervaksin.

Laju pertumbuhan populasi sembuh meningkat ditunjukkan pada Gambar 9,

meskipun populasi sembuh tanpa vaksinasi lebih besar dibanding dengan vaksi-

nasi (pengontrol). Hal ini dikarenakan pada kasus COVID-19 dengan pengontrol,

populasi terinfeksi semakin menurun dan populasi tervaksin meningkat.

Gambar 9: Kompartemen Recovered Kasus COVID-19 Jawa Tengah

Dari seluruh hasil yang diperoleh, secara garis besar bentuk pengontrol vaksin

dapat menekan penyebaran COVID-19 di Jawa Tengah dalam jangka waktu kurang

lebih 0 sampai dengan 600 hari, sehingga dapat mengurangi populasi yang terinfeksi

dan meningkatkan jumlah populasi sehat dalam waktu tersebut.
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4. Kesimpulan

Pada artikel ini dipelajari model penyebaran COVID-19, yang terdiri dari popu-

lasi rentan, populasi terinfeksi, populasi tervaksin, dan populasi sembuh. Diper-

timbangkan juga kontrol optimal pada vaksin sebagai upaya pencegahan terinfeksi

COVID-19. Dari model yang disusun, selanjutnya dilakukan analisis kestabilan titik

ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Untuk penelitian selan-

jutnya perlu dipelajari lebih mendalam mengenai penyebaran COVID-19, dilakukan

pengujian untuk analisis kestabilan global, dan adanya interferensi pengobatan yang

mungkin dilakukan.
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