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Abstrak. Penelitian ini membahas tentang konvolusi distribusi eksponensial. Dalam
teori peluang, konvolusi adalah penjumlahan dari peubah-peubah acak. Konvolusi dari
peubah acak berdistribusi eksponensial dengan parameter berbeda dapat ditentukan

dengan memperlihatkan fungsi kepadatan peluang dari peubah acaknya.

Kata Kunci : Konvolusi, distribusi eksponensial

1. Pendahuluan

Distribusi eksponensial merupakan salah satu distribusi peluang kontinu yang meng-

gunakan parameter β dan peubah acak X dengan fungsi kepadatan peluang (fkp)

sebagai berikut

fX(x;β) =

{
β exp(−xβ) , jika 0 < x <∞;β > 0

0 , jika x lainnya.
(1.1)

Konvolusi adalah penjumlahan dari peubah-peubah acak bebas. Dengan menggu-

nakan konvolusi dapat ditentukan distribusi baru dari penjumlahan peubah-peubah

acak distribusi sebelumnya. Misalkan Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn adalah jumlah dari

peubah acak Xi dengan i = 1, 2, · · · , n. Maka Sn memiliki fungsi distribusi ek-

sponensial yang dapat ditentukan fungsi kepadatan peluangnya. Dengan adanya

fungsi kepadatan peluang untuk masing-masing peubah acak eksponensial maka

dapat diperoleh fungsi kepadatan peluang dari Sn. Dalam makalah ini akan dikaji

konvolusi distribusi eksponensial dengan parameter berbeda.

2. Terminologi Konvolusi

Pada bagian ini akan diberikan beberapa teori yang menjelaskan tentang termi-

nologi konvolusi

Teorema 2.1. [2] Misalkan X = (X1, X2, · · · , Xk) adalah suatu vektor dari peubah

acak diskrit dengan fkp bersama fX(x1, x2, · · · , xk) > 0 pada himpunan A. Misalkan

u1(x), u2(x), · · · , uk(x) adalah fungsi dari x sebanyak k, dan Y = (Y1, Y2, · · · , Yk)

didefinisikan oleh transformasi satu satu sebagai berikut

Yi = ui(X1, X2, · · · , Xk), i = 1, 2, · · · , k. (2.1)
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maka fkp bersama dari Y adalah

fY(y1, · · · , yk) = fX(x1, · · · , xk). (2.2)

dimana x = (x1, · · · , xk) adalah solusi dari y = u(x).

Teorema 2.2. [4] Misalkan X = (X1, X2, · · · , Xk) adalah suatu vektor dari

peubah acak kontinu dengan fkp bersama fX(x1, x2, · · · , xk) > 0 pada himpunan

A. Misalkan u1(x), u2(x), · · · , uk(x) adalah fungsi dari x sebanyak k, dan Y =

(Y1, Y2, · · · , Yk) didefinisikan oleh transformasi satu satu sebagai berikut

Yi = ui(X1, X2, · · · , Xk), i = 1, 2, · · · , k. (2.3)

Jika Jacobian adalah kontinu dan taknol pada range transformasi, maka fkp bersama

dari Y adalah

fY(y1, · · · , yk) = fX(x1, · · · , xk)|J |. (2.4)

dimana x = (x1, · · · , xk) adalah solusi dari y = u(x) dan |J | merupakan Jacobian

dari transformasi Yi.

Untuk kasus kontinu, transformasi peubah acak kontinu dapat diperoleh dengan

memperluas notasi Jacobian. Suatu transformasi dengan k peubah y = u(x) dengan

suatu penyelesaian tunggal x = (x1, · · · , xk) memiliki Jacobian yang merupakan

matriks turunan parsial k × k.

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x1

∂y1
∂x1

∂y2
· · · ∂x1

∂yk
∂x2

∂y1
∂x2

∂y2
· · · ∂x2

∂yk

· · · · · · · · · · · ·
∂xk
∂y1

∂xk
∂y2
· · · ∂xk∂yk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Berikut ini akan diberikan definisi dan teorema dari konvolusi distribusi.

Definisi 2.3. [4] Misalkan X dan Y adalah dua peubah acak saling bebas dengan

fungsi distribusi masing-masing m1(x) dan m2(x). Maka konvolusi dari m1(x) dan

m2(x) adalah fungsi distribusi m(x) = m1(x) ∗ m2(x) yang didefinisikan sebagai

berikut

m(j) = Σkm1(k) m2(j − k), (2.5)

untuk j = · · · ,−2,−1, 0, 1, 2. · · · . Fungsi m3(x) merupakan fungsi distribusi dari

peubah acak Z = X + Y .

Definisi 2.4. [4] Misalkan X dan Y adalah dua peubah acak kontinu dengan fungsi

kepekatan peluang masing-masing adalah f(x) dan g(x). Asumsikan f(x) dan g(x)

keduanya terdefinisi pada setiap bilangan riil. Maka konvolusi f ∗ g dari fungsi f

dan g didefinisikan sebagai berikut

(f ∗ g)(z) =

∫ +∞

−∞
f(z − y)g(y)dy

=

∫ +∞

−∞
g(z − x)f(x)dx.
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Teorema 2.5. [4] Misalkan X dan Y adalah dua peubah acak dengan fungsi

kepekatan peluang fX(x) dan fY (y) terdefinisi untuk setiap x. Maka Z = X + Y

merupakan peubah acak dengan fungsi kepekatan peluang fZ(z), dimana fZ meru-

pakan konvolusi dari fX dan fY .

3. Konvolusi Distribusi Eksponensial dengan Parameter Berbeda

Pada bagian ini akan diberikan teorema tentang konvolusi distribusi eksponensial

dengan menggunakan parameter berbeda yang merujuk pada referensi [1].

Teorema 3.1. Misalkan terdapat n peubah acak yang saling bebas, yaitu Xi untuk

i = 1, 2, · · · , n sedemikian sehingga Xi mempunyai fungsi kepadatan peluang fXi
yang didefinisikan sebagai berikut

fXi(xi) = βi exp(−xiβi), (3.1)

untuk 0 < xi < ∞ dan βi > 0. Maka penjumlahan peubah acak Xi yaitu Sn =∑n
i=1Xi mempunyai fungsi kepadatan peluang sebagai berikut

fSn(sn) =

n∑
i=1

β1β2 · · ·βn∏n
j=1,j 6=i(βj − βi)

exp(−snβi). (3.2)

Bukti. Pembuktian teorema dilakukan menggunakan induksi matematika.

Pertama-tama ditunjukkan bahwa persamaan (3.2) bernilai benar untuk kasus

n = 2. Misalkan g adalah suatu fungsi kontinu pada garis bilangan real. Akan

ditentukan

I2(g) = E[g(x1 + x2)] =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

g(x1 + x2) β1 β2 e
−(β1x1+β2x2) dx1 dx2. (3.3)

Dengan melakukan transformasi variabel pada persamaan (3.3), misalkan xi = y2i
untuk i = 1, 2 maka diperoleh

I2(g) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

g(y21 + y22) β1 β2 e
−(β1y

2
1+β2y

2
2) dy21 dy

2
2

= 4β1β2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

g(y21 + y22)e−(β1y
2
1+β2y

2
2) y1 y2 dy1 dy2. (3.4)

Selanjutnya gunakan koordinat polar y1 = r sin θ dan y2 = r cos θ, dimana 0 ≤ r <
∞ dan 0 ≤ θ ≤ π

2 . Sehingga persamaan (3.4) menjadi

I2(g) = 4β1β2

∫ ∞
0

∫ π
2

0

g(r2 sin2 θ + r2 cos2 θ)

e−(β1 r
2 sin2 θ+β2 r

2 cos2 θ)r2 sin θ cos θ d(r sin θ) d(r cos θ),

= 4β1β2

∫ ∞
0

∫ π
2

0

g(r2(sin2 θ + cos2 θ))

e−r
2(β1 sin2 θ+β2 cos2 θ)r2 sin θ cos θ d(r sin θ) d(r cos θ),

= 4β1β2

∫ ∞
0

g(r2)r3

[∫ π
2

0

e−r
2(β1 sin2 θ+β2 cos2 θ) sin θ cos θ dθ

]
dr. (3.5)
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Selanjutnya untuk setiap bilangan r positif, dinotasikan

L2(r) =

∫ π
2

0

e−r
2(β1 sin2 θ+β2 cos2 θ) sin θ cos θ dθ,

= e−r
2β2

∫ π
2

0

e−r
2(β1 sin2 θ−β2 sin2 θ) sin θ cos θ dθ,

= e−r
2β2

∫ π
2

0

e−r
2(β1−β2) sin

2 θ sin θ cos θ dθ. (3.6)

Perhatikan bahwa dengan menotasikan u = −r2(β1 − β2) sin2 θ pada persamaan∫ π
2

0

e−r
2(β1−β2) sin

2 θ sin θ cos θ dθ, (3.7)

maka dapat dituliskan persamaan (3.7) sebagai berikut∫ π
2

0

e−r
2(β1−β2) sin

2 θ sin θ cos θ dθ =

∫ π
2

0

eu sin θ cos θ
du

−2r2(β1 − β2) sin θ cos θ

=
1

−2r2(β1 − β2)
e−r

2(β1−β2) sin
2 θ|

π
2
0

=
1− e−r2(β1−β2)

2r2(β1 − β2)
. (3.8)

Selanjutnya dengan mensubsitusi persamaan (3.8) ke persamaan (3.6) diperoleh

L2(r) = e−r
2β2

(
1− e−r2(β1−β2)

2r2(β1 − β2)

)

=

(
e−r

2β2 − e−r2β1

2r2(β1 − β2)

)
. (3.9)

Dengan mensubstitusikan persamaan (3.9) ke persamaan (3.5) diperoleh

I2(g) = 4β1β2

∫ ∞
0

g(r2)r3

(
e−r

2β2 − e−r2β1

2r2(β1 − β2)

)
dr,

=
2β1β2
β1 − β2

∫ ∞
0

g(r2)(e−r
2β2 − e−r

2β1)rdr. (3.10)

Selanjutnya dilakukan transformasi variabel pada persamaan (3.10), yaitu dengan

memisalkan r2 = s2, sehingga diperoleh

I2(g) =
β1β2
β1 − β2

∫ ∞
0

g(s2)(e−s2β2 − e−s2β1)ds2,

=

∫ ∞
0

g(s2)

[
β1β2
β2 − β1

e−s2β1 − e−s2β2

]
ds2. (3.11)

Berdasarkan persamaan (3.11), untuk setiap fungsi g kontinu dan berada pada R,

setiap peubah acak S2 mempunyai fungsi kepadatan peluang fS2
, yang diberikan

untuk setiap bilangan real s2 positif, yaitu

fS2(s2) =
β1β2
β2 − β1

(e−s2β1 − e−s2β2).
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Hal ini dikarenakan∫ ∞
0

fS2
(s2)ds2 =

∫ ∞
0

β1β2
β2 − β1

(e−s2β1 − e−s2β2)ds2 = 1.

Berdasarkan [3], sifat fungsi kepadatan peluang dari suatu peubah acak kontinu

adalah ∫ ∞
−∞

f(x)dx = 1,

sehingga formula diatas berlaku untuk n = 2.

Langkah selanjutnya adalah menunjukkan bahwa persamaan (3.2) bernilai benar

untuk n = 3. Misalkan g adalah suatu fungsi kontinu pada garis bilangan real,

dengan S3 = X1 +X2 +X3 atau dapat ditulis S3 = S2 +X3. Akan ditentukan

I3(g) = E[g(s2+x3)] =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

g(s2+x2)
β1β2
β2 − β1

β3(e−s2β1−e−s2β2)e−β3x3 ds2 dx3.

(3.12)

Dengan melakukan transformasi variabel pada persamaan (3.12), misalkan s2 = y21
dan x3 = y22 , maka diperoleh

I3(g) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

g(y21 + y22)
β1β2β3
β2 − β1

(
e−(β1y

2
1+β3y

2
2) − e−(β2y

2
1+β3y

2
2)
)
dy21 dy

2
2 ,

= 4
β1β2β3
β2 − β1

∫ ∞
0

∫ ∞
0

g(y21 + y22)
(
e−(β1y

2
1+β3y

2
2) − e−(β2y

2
1+β3y

2
2)
)
y1 y2 dy1 dy2.

(3.13)

Selanjutnya gunakan koordinat polar y1 = r sin θ dan y2 = r cos θ, dimana 0 ≤ r <
∞ dan 0 ≤ θ ≤ π

2 . Substitusikan y1 dan y2 ke persamaan (3.13) sehingga persamaan

menjadi

I3(g) = 4
β1β2β3
β2 − β1

∫ ∞
0

∫ π
2

0

g(r2 sin2 θ + r2 cos2 θ)(
e−(β1r

2 sin2 θ+β3r
2 cos2 θ) − e−(β2r

2 sin2 θ+β3r
2 cos2 θ)

)
r2 sin θ cos θ d(r sin θ) d(r cos θ),

= 4
β1β2β3
β2 − β1

∫ ∞
0

∫ π
2

0

g(r2)e−r
2(β1 sin2 θ+β3 cos2 θ)r2 sin θ cos θ d(r sin θ) d(r cos θ),

− 4
β1β2β3
β2 − β1

∫ ∞
0

∫ π
2

0

g(r2)e−r
2(β2 sin2 θ+β3 cos2 θ)r2 sin θ cos θ d(r sin θ) d(r cos θ),

= 4
β1β2β3
β2 − β1

∫ ∞
0

g(r2)r3

[∫ π
2

0

e−r
2(β1 sin2 θ+β3 cos2 θ) sin θ cos θ dθ

]
dr

− 4
β1β2β3
β2 − β1

∫ ∞
0

g(r2)r3

[∫ π
2

0

e−r
2(β2 sin2 θ+β3 cos2 θ) sin θ cos θ dθ

]
dr. (3.14)
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Selanjutnya untuk setiap bilangan r positif, dinotasikan

L3(r1) =

∫ π
2

0

e−r
2(β1 sin2 θ+β3 cos2 θ) sin θ cos θ dθ,

= e−r
2β3

∫ π
2

0

e−r
2(β1 sin2 θ−β3 sin2 θ) sin θ cos θ dθ,

= e−r
2β3

∫ π
2

0

e−r
2(β1−β3) sin

2 θ sin θ cos θ dθ. (3.15)

Perhatikan bahwa dengan menotasikan u = −r2(β1 − β3) sin2 θ pada persamaan

∫ π
2

0

e−r
2(β1−β3) sin

2 θ sin θ cos θ dθ, (3.16)

maka persamaan (3.16) menjadi

∫ π
2

0

e−r
2(β1−β3) sin

2 θ sin θ cos θ dθ =

∫ π
2

0

eu sin θ cos θ
du

−2r2(β1 − β3) sin θ cos θ
,

=
1

−2r2(β1 − β3)
e−r

2(β1−β3) sin
2 θ|

π
2
0 ,

=
1− e−r2(β1−β3)

2r2(β1 − β3)
. (3.17)

Selanjutnya dengan mensubsitusi persamaan (3.17) ke persamaan (3.15) maka per-

samaan tersebut menjadi

L3(r1) = e−r
2β3

(
1− e−r2(β1−β3)

2r2(β1 − β3)

)
,

=
e−r

2β3 − e−r2β1

2r2(β1 − β3)
. (3.18)

Selanjutnya, notasikan L3(r2) seperti pada persamaan (3.15) sehingga L3(r2) dapat

dituliskan sebagai berikut,

L3(r2) =

∫ π
2

0

e−r
2(β2 sin2 θ+β3 cos2 θ) sin θ cos θ dθ. (3.19)

Dengan langkah yang sama seperti pada persamaan (3.15) maka persamaan (3.19)

dapat dituliskan sebagai

L3(r2) =
e−r

2β3 − e−r2β2

2r2(β2 − β3)
. (3.20)

Berdasarkan persamaan (3.18) dan persamaan (3.20), maka persamaan (3.14) men-



Konvolusi Distribusi Eksponensial dengan Parameter Berbeda 7

jadi

I3(g) = 4
β1β2β3
β2 − β1

∫ ∞
0

g(r2)r3

(
e−r

2β3 − e−r2β1

2r2(β1 − β3)

)
dr

− 4
β1β2β3
β2 − β1

∫ ∞
0

g(r2)r3

(
e−r

2β3 − e−r2β2

2r2(β2 − β3)

)
dr,

= 2
β1β2β3

(β2 − β1)(β1 − β3)

∫ ∞
0

g(r2)(e−r
2β3 − e−r

2β1)rdr

− 2
β1β2β3

(β2 − β1)(β2 − β3)

∫ ∞
0

g(r2)(e−r
2β3 − e−r

2β2)rdr. (3.21)

Selanjutnya dilakukan transformasi variabel dengan memisalkan r2 = s3 dan sub-

situsikan kedalam persamaan (3.21) diatas, sehingga diperoleh

I3(g) =
β1β2β3

(β2 − β1)(β1 − β3)

∫ ∞
0

g(s3)
(
e−s3β3 − e−s3β1

)
ds3

− β1β2β3
(β2 − β1)(β2 − β3)

∫ ∞
0

g(s3)
(
e−s3β3 − e−s3β2

)
ds3,

=

∫ ∞
0

g(s3)

[
β1β2β3

(β2 − β1)(β3 − β1)
(e−s3β1 − e−s3β3)

]
−
[

β1β2β3
(β2 − β1)(β3 − β2)

(e−s3β2 − e−s3β3)

]
ds3. (3.22)

Berdasarkan persamaan (3.23), maka untuk setiap fungsi g kontinu dan berada pada

R, terlihat bahwa peubah acak S3 mempunyai fungsi kepadatan peluang fS3
, yang

diberikan untuk setiap bilangan real s3 positif, yaitu

fS3
(s3) =

[
β1β2β3

(β2 − β1)(β3 − β1)
(e−s3β1 − e−s3β3)

]
−
[

β1β2β3
(β2 − β1)(β3 − β2)

(e−s3β2 − e−s3β3)

]
.

(3.23)

Karena
β1β3

(β3 − β1)

(
e−sβ1 − e−sβ3

)
merupakan konvolusi dari fX1

∗ fX3
dan

β2β3
(β3 − β2)

(
e−sβ2 − e−sβ3

)
merupakan konvolusi dari fX2 ∗ fX3 maka fungsi kepa-

datan peluang fS3
dapat ditulis sebagai berikut

fS3 =

[
β2

(β2 − β1)
fX1
∗ fX3

]
−
[

β1
(β2 − β1)

fX2
∗ fX3

]
=

2∏
j=1,j 6=i

βj
(βj − β1)

fX1
∗ fX3

+

2∏
j=1,j 6=i

βj
(βj − β2)

fX2
∗ fX3

=

2∑
i=1

2∏
j=1,j 6=i

βj
(βj − βi)

fXi ∗ fX3
.

Langkah selanjutnya, asumsikan bahwa persamaan (3.2) bernilai benar untuk

n = k. Akan ditunjukkan bahwa persamaan (3.2) juga benar untuk n = k + 1.
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Misal X1, · · · , Xk, Xk+1 adalah k+ 1 peubah acak yang mana, dimana Xi den-

gan i = 1, · · · , k + 1 memiliki fungsi kepadatan peluang fXi yang berdistribusi

eksponensial, sedemikian sehingga

fXi(xi) = βi exp(−xiβi).

Diasumsikan bahwa Sk dan Xk+1 saling bebas, dengan Sk+1 = Sk +Xk+1. Diper-

oleh bahwa Sk+1 mempunyai fungsi kepadatan peluang fSk+1
untuk setiap s ∈ R+

dengan konvolusi

fSk+1
(sk+1) = fSk ∗ fXk+1

(sk+1),

atau dapat juga ditulis sebagai berikut

fSk+1
(sk+1) =

k∑
i=1

k∏
j=1,j 6=i

βj
(βj − βi)

fXi ∗ fXk+1
(sk+1). (3.24)

Pada kasus n = 2 seperti persamaan (3.11) telah dibuktikan bahwa

fXi ∗ fXk+1
(sk+1) =

βiβk+1

βk+1 − βi
(e−sk+1βi − e−sk+1βk+1). (3.25)

Berdasarkan persamaan (3.25) diatas, maka persamaan (3.24) dapat dituliskan

seperti berikut

fSk+1
(sk+1) =

k∑
i=1

k∏
j=1,j 6=i

βj
(βj − βi)

[
βiβk+1

βk+1 − βi
(e−sk+1βi − e−sk+1βk+1)

]
,

=

k∑
i=1

k∏
j=1,j 6=i

βj
(βj − βi)

[
βiβk+1

βk+1 − βi
e−sk+1βi − βiβk+1

βk+1 − βi
e−sk+1βk+1

]
,

=

k∑
i=1

β1β2 · · ·βk+1∏k+1
j=1,j 6=i(βj − βi)

e−sk+1βi

+

[
k+1∑
i=1

1

(βi − βk+1)
∏k+1
j=1,j 6=i(βj − βi)

]
β1β2 · · ·βk+1e

−sk+1βi .

(3.26)

Selanjutnya, substitusikan

1∏k
j=1(βj − βk+1)

=

k∑
i=1

1

(βi − βk+1)
∏k
j=1,j 6=1(βj − βi)

.

ke persamaan (3.26), sehingga fungsi kepadatan peluang fSk+1
menjadi

fSk+1
(sk+1) =

k∑
i=1

β1β2 · · ·βk+1∏k+1
j=1,j 6=i(βj − βi)

e−sk+1βi

+
1∏k+1

j=1 (βj − βk+1)
β1β2 · · ·βk+1e

−sk+1βi ,

=

k+1∑
i=1

β1β2 · · ·βk+1∏k+1
j=1,j 6=i(βj − βi)

exp(−sk+1βi), (3.27)



Konvolusi Distribusi Eksponensial dengan Parameter Berbeda 9

untuk setiap sk+1 ∈ R+.

Berdasarkan persamaan (3.27), maka persamaan (3.2) terbukti benar untuk n =

k + 1.
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