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Abstrak. Penelitian ini membahas tentang konvolusi distribusi eksponensial. Dalam
teori peluang, konvolusi adalah penjumlahan dari peubah-peubah acak. Konvolusi dari
peubah acak berdistribusi eksponensial dengan parameter berbeda dapat ditentukan
dengan memperlihatkan fungsi kepadatan peluang dari peubah acaknya.

Kata Kunci: Konvolusi, distribusi eksponensial

1. Pendahuluan

Distribusi eksponensial merupakan salah satu distribusi peluang kontinu yang meng-
gunakan parameter § dan peubah acak X dengan fungsi kepadatan peluang (fkp)
sebagai berikut

B exp(—xf) , jika 0 < x < o0;8 >0

et ={ g (1)

, jika z lainnya.

Konvolusi adalah penjumlahan dari peubah-peubah acak bebas. Dengan menggu-
nakan konvolusi dapat ditentukan distribusi baru dari penjumlahan peubah-peubah
acak distribusi sebelumnya. Misalkan S,, = X1 + Xo + - - - + X, adalah jumlah dari
peubah acak X; dengan i = 1,2, -+ ,n. Maka S, memiliki fungsi distribusi ek-
sponensial yang dapat ditentukan fungsi kepadatan peluangnya. Dengan adanya
fungsi kepadatan peluang untuk masing-masing peubah acak eksponensial maka
dapat diperoleh fungsi kepadatan peluang dari S,,. Dalam makalah ini akan dikaji
konvolusi distribusi eksponensial dengan parameter berbeda.

2. Terminologi Konvolusi

Pada bagian ini akan diberikan beberapa teori yang menjelaskan tentang termi-
nologi konvolusi

Teorema 2.1. [2] Misalkan X = (X1, Xa, -+, Xk) adalah suatu vektor dari peubah
acak diskrit dengan fkp bersama fx (1,22, -+ ,x) > 0 pada himpunan A. Misalkan
up(x),uz(x), -+ ,ux(x) adalah fungsi dari x sebanyak k, dan'Y = (Y1,Ya, -+, Yy)
didefinisikan oleh transformasi satu satu sebagai berikut

Y =wi( Xy, Xoy-- . Xg), i=1,2,--- k. (2.1)
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maka fkp bersama dari Y adalah

Py, o) = fx (@, @) (2.2)

dimana x = (z1,- -+ ,x%) adalah solusi dari y = u(x).

Teorema 2.2. [4] Misalkan X = (X1,Xa,---,Xy) adalah suatu vektor dari
peubah acak kontinu dengan fkp bersama fx(x1,z2, -+ ,xx) > 0 pada himpunan
A. Misalkan uy(x),us(x), - ,urp(z) adalah fungsi dari x sebanyak k, dan Y =
(W1,Ys, -+, Yy) didefinisikan oleh transformasi satu satu sebagai berikut

}/l:’u/l(Xl,XQ,,X]f), 12172,,]{5 (23)

Jika Jacobian adalah kontinu dan taknol pada range transformasi, maka fkp bersama
dari Y adalah

Ty (i) = fx (@, )] (2.4)

dimana x = (x1,--- ,xk) adalah solusi dari y = u(x) dan |J| merupakan Jacobian
dari transformasi Y;.

Untuk kasus kontinu, transformasi peubah acak kontinu dapat diperoleh dengan
memperluas notasi Jacobian. Suatu transformasi dengan k peubah y = u(x) dengan
suatu penyelesaian tunggal x = (x1,---,x) memiliki Jacobian yang merupakan
matriks turunan parsial k x k.

Oxy Omy , Oz
dy1 Oy2 oYk
Lﬂv;%...ﬂ
J = |0 9y Oyk
Ozy, dzy . Ozy
Oy1 Oy2 Yk

Berikut ini akan diberikan definisi dan teorema dari konvolusi distribusi.

Definisi 2.3. [/] Misalkan X dan Y adalah dua peubah acak saling bebas dengan
fungsi distribusi masing-masing mi(x) dan mo(z). Maka konvolusi dari mq(z) dan
ma(z) adalah fungsi distribusi m(x) = mq(x) * ma(x) yang didefinisikan sebagai
berikut

m(j) = Xpmq (k) ma(j — k), (2.5)

untuk j = -+ ,—2,—1,0,1,2.---. Fungsi mgz(x) merupakan fungsi distribusi dari
peubah acak Z = X +Y.

Definisi 2.4. [4] Misalkan X dan'Y adalah dua peubah acak kontinu dengan fungsi
kepekatan peluang masing-masing adalah f(x) dan g(z). Asumsikan f(x) dan g(z)
keduanya terdefinisi pada setiap bilangan riil. Maka konvolusi f % g dari fungsi f
dan g didefinisikan sebagai berikut

+oo
(f+9)(2) = / £z — v)g(y)dy

— 0o

- [T oo

— 00
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Teorema 2.5. [/] Misalkan X dan Y adalah dua peubah acak dengan fungsi
kepekatan peluang fx(x) dan fy(y) terdefinisi untuk setiap x. Maka Z = X +Y
merupakan peubah acak dengan fungsi kepekatan peluang fz(z), dimana fz meru-
pakan konvolusi dari fx dan fy.

3. Konvolusi Distribusi Eksponensial dengan Parameter Berbeda

Pada bagian ini akan diberikan teorema tentang konvolusi distribusi eksponensial
dengan menggunakan parameter berbeda yang merujuk pada referensi [1].

Teorema 3.1. Misalkan terdapat n peubah acak yang saling bebas, yaitu X; untuk
1 =1,2,--- ,n sedemikian sehingga X; mempunyai fungsi kepadatan peluang fx,
yang didefinisikan sebagai berikut

fxi(zi) = Bi exp(—ziBi), (3.1)
untuk 0 < z; < oo dan B; > 0. Maka penjumlahan peubah acak X; yaitu S, =

Yo, X; mempunyai fungsi kepadatan peluang sebagai berikut

S B1B2 - Bn
n) = m Xp(—SnPi)- 3.2
fS'n, (S ) ;:1: szl,j?gi(ﬁj — ﬁz) e p( § 5 ) ( )

Bukti. Pembuktian teorema dilakukan menggunakan induksi matematika.
Pertama-tama ditunjukkan bahwa persamaan (3.2) bernilai benar untuk kasus
n = 2. Misalkan ¢g adalah suatu fungsi kontinu pada garis bilangan real. Akan
ditentukan

I(g) = Elg(z1 + 2)] :/ / g(z1 4 22) B Bo e~ Brortham2) oy (3.3)
o Jo

Dengan melakukan transformasi variabel pada persamaan (3.3), misalkan x; = y?
untuk ¢ = 1,2 maka diperoleh

oo o0 2 2
12“"):/0 / G2 +12) Br o e~ BEHEID) g2 4y

- 46152/ / g(y2 + y3)e~ PitBaud) oy dy, dys,. (3.4)
0 0

Selanjutnya gunakan koordinat polar y; = rsinf dan y; = rcosf, dimana 0 < r <
oo dan 0 < 6 < 7. Sehingga persamaan (3.4) menjadi

Ir(g) = 45152 / /2 g(r?sin® 0 + 7 cos 0)
o Jo
e~ (B T sin® 0482 77 cos®0),.2 iy g s f d(rsin@) d(rcosb),
= 453152 / /2 g(r*(sin® 0 + cos? )
o Jo

e~ (Br sin® 0482 cos’0),.2 i1 g o5 d(rsin @) d(rcosb),

™

= 45152/ 9(7"2)7’3 [/2 e~ (B1 sin®0+B82 c0s’0) G\ g cos0 df| dr. (3.5)
0 0
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Selanjutnya untuk setiap bilangan r positif, dinotasikan

Lo(r) = /5 e (Br sin® 0452 cos®0) i g cos 0 df,
0

— B2 /5 e~ (B sin? 0—P2 sin0) i1 9 (ocp do,
0

™

— B2 /2 e~ (B1=B2)sin* 0 610 0 cos 6 df. (3.6)
0
Perhatikan bahwa dengan menotasikan u = —r2(8; — (32) sin” # pada persamaan
% 2 02
/ e (Br=P)sin" 0 gin g cos do), (3.7)
0

maka dapat dituliskan persamaan (3.7) sebagai berikut

? —r2(B1—B2)sin® 0 0 edez/g ugin @ ) du
/0 ‘ SHYcos 0 © smyeos —2r2(B1 — B2) sinf cosf

_ 1 677‘2 (B1—B2) sin? 9|0%
—2r2(By — Ba)
1— e—TQ(ﬂl—Bz)
o 2r2(B1— fa)
Selanjutnya dengan mensubsitusi persamaan (3.8) ke persamaan (3.6) diperoleh

_ 1B L—e " (hr)
Ly(r)=e < 22 (Br = Ba)

-’82 _ =B
_ (e 9)
2r2(B1 — P2)
Dengan mensubstitusikan persamaan (3.9) ke persamaan (3.5) diperoleh

00 —r?By _ —T’B

_ 28180 [T o e?sy B
Bl—ﬁz/o g(ro)(e e Yrdr. (3.10)

Selanjutnya dilakukan transformasi variabel pada persamaan (3.10), yaitu dengan

™

(3.8)

memisalkan 72 = s, sehingga diperoleh

_ 6162 o —s2f2 _ _—s201
12(9) - ﬂl o /82 /0 g(SQ)(e € )d827
— > ﬂ —s2P1 __ ,—s282
—/0 g(s2) [ﬁg _516 e dss. (3.11)

Berdasarkan persamaan (3.11), untuk setiap fungsi ¢ kontinu dan berada pada R,
setiap peubah acak S; mempunyai fungsi kepadatan peluang fg,, yang diberikan
untuk setiap bilangan real sy positif, yaitu

sz (32) = Bfl—ﬂ%l (6752'31 — 6*52[32)'
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Hal ini dikarenakan

> — > 5152 —s21 _ —5202 —
/0 fso(s2)dse = N (e e Ydsoy = 1.

Berdasarkan [3], sifat fungsi kepadatan peluang dari suatu peubah acak kontinu

adalah
| sty =

sehingga formula diatas berlaku untuk n = 2.

Langkah selanjutnya adalah menunjukkan bahwa persamaan (3.2) bernilai benar
untuk n = 3. Misalkan g adalah suatu fungsi kontinu pada garis bilangan real,
dengan S3 = X7 + X + X3 atau dapat ditulis S5 = Sy + X3. Akan ditentukan

Ig(g) = E[g(82+$3)} = /0 /0 9(32+$2)ﬁ51_[32ﬁl ,83(6782&—6752[32)67%13 dss dxs.
(3.12)

Dengan melakukan transformasi variabel pada persamaan (3.12), misalkan sy = y3
dan z3 = y3, maka diperoleh

/ / 2 B1Paf (emuwtrasd) _e~Gatesusd) a2 a3,
ﬁ —h
5 / / 9y} + 3) (7P — G )y dyy e
52 —biJo Jo
(3.13)

Selanjutnya gunakan koordinat polar y; = rsinf dan ys = rcos#, dimana 0 < r <
oo dan 0 < @ < 7. Substitusikan y; dan y» ke persamaan (3.13) sehingga persamaan
menjadi

I5(9) g;ﬂ_zg‘j/ / (72 sin? 0 + 12 cos® A)

(67(5” sin” 6+ 8517 cos” 6) _ —(Bar? sin” 6+ 837 cos® 9)> 72 sin@ cosf d(rsin@) d(rcosf),

gl&? / /2 g(rz)e*ﬁ(’g1 sin® 0+85 c0s” 0) .2 i1 0 cog d(rsinf) d(rcos@),
2 — b1

5162? / /2 g(rQ)e_T2(’62 sin® 0483 cos® 0)1.2 i1 9 cos d(rsin®) d(rcosb),
> — b1

515253 / g(r )r3 [/2 e~ (Brsin® 0483 05 0) Gin 9 os 0 d@] dr
52 — B 0

5152? / g(r )7.3 l/z e 72 (B2sin® 0+ 5 cos® 0) i1 ) cos P d@] dr. (3.14)
2 — D1 0
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Selanjutnya untuk setiap bilangan r positif, dinotasikan

Ls(ry) = /5 e~ (Busin® 0+83.c0s*0) iy ) cog @ do,
0

2 % a2 20 a2 .
=e " 53/ e~ (Busin® 0—Pssin”0) iy 9 o5 6 do,
0

™

Z .
=P / e (BL=B3)sin* 0 61 0 cos 0 do. (3.15)
0
Perhatikan bahwa dengan menotasikan u = —r2(3; — 33) sin? @ pada persamaan
z 2 in20 -
/ e (B1=Ba)sin" O gin 9 cos 6 d, (3.16)
0

maka persamaan (3.16) menjadi

z i » z du
—r2(B1—Bs)sin® 0 51 g edez/ “sin6 cosf
/0 e sinf cos ; e sing cos —2r2(B; — f3)sinf cos @’
_ ;e—v-z(ﬂl—ﬂs)siﬁ@@,
—2r2(By — f33)
2
1 — e 7 (B1—Bs)
_ 1B 3.17
2r2(B1 — f3) ( )

Selanjutnya dengan mensubsitusi persamaan (3.17) ke persamaan (3.15) maka per-
samaan tersebut menjadi

_ 7B 1- e_TZ(ﬂl_ﬂS)
Li(rm)=e < 2r2(By — B3) )
= (3.18)

Selanjutnya, notasikan Ls(r2) seperti pada persamaan (3.15) sehingga L3(r2) dapat
dituliskan sebagai berikut,

us

2 :
Ls(rq) = / e~ (Basin® 0+83.cos®0) i) 9 cos @) . (3.19)
0

Dengan langkah yang sama seperti pada persamaan (3.15) maka persamaan (3.19)
dapat dituliskan sebagai

e—Tzﬂs _ e—?“232

BT Ry

(3.20)

Berdasarkan persamaan (3.18) dan persamaan (3.20), maka persamaan (3.14) men-
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jadi

B 515253 ) o 3 67T263 _ efr2,31
Llg) = 4/32 - p /o 9ty < 2r2 (B — B3) ) ar

B 515253 0o o 3 677”263 _ efr2ﬁ2
452 — B /o gtr)r ( 2r2(By — Bs) ) ar

= P1520s = 2\(,—r%Bs _ —1r?B
— 2(ﬁ2 — 5005 —B) /O g(r?)(e e Yrdr
B13203

(52 - ﬂl)(ﬂ? - ﬂ3

Selanjutnya dilakukan transformasi variabel dengan memisalkan r? = s3 dan sub-
situsikan kedalam persamaan (3.21) diatas, sehingga diperoleh

(B2 —ﬂﬁf?gf— Bs) /o g(ss) (€77 —e7*) dsg

(B —gf?gj — Bs) /o glsa) (7% —e7%) dss,

=) oo =t )

- P23 —s3fB2 _ ,—s3f3 :|
{(62 — B1) (B3 — fBa2) (e e )| dss. (3.22)

Berdasarkan persamaan (3.23), maka untuk setiap fungsi g kontinu dan berada pada

-2

) /0°° g(r2) (e P — e P pdr.  (3.21)

I3(g) =

R, terlihat bahwa peubah acak S3 mempunyai fungsi kepadatan peluang fs,, yang
diberikan untuk setiap bilangan real sz positif, yaitu

— P1Ba2P3 —s3B1 _ ,—s3P3 :| _ |: 18203 —s3f2 _ ,—S3Ps
o) = [t @~ - [t )
(3.23)
Karena Brfs (675B1 — 67553) merupakan konvolusi dari fx, * fx, dan
(Bs = B1)
(,Bﬂiﬂ?’ﬁ) (efsﬁz — 67863) merupakan konvolusi dari fx, * fx, maka fungsi kepa-
dazt))an p2eluang fs, dapat ditulis sebagai berikut
_ Pa 7 B
ng* |:(62_ﬁ1)fX1*fX3:| [(62_61)fX2*fX3:|
= ﬁ fol * fx, + ﬁ fog * fxg
i1 (B3 = P1) D g B P2)
2 2 3,
;j_l,#i B —B)

Langkah selanjutnya, asumsikan bahwa persamaan (3.2) bernilai benar untuk
n = k. Akan ditunjukkan bahwa persamaan (3.2) juga benar untuk n = k + 1.
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Misal X, -+, Xk, Xx4+1 adalah k£ + 1 peubah acak yang mana, dimana X; den-
gan ¢ = 1,--- ,k + 1 memiliki fungsi kepadatan peluang fx, yang berdistribusi
eksponensial, sedemikian sehingga

Ix,(w3) = Bi exp(—x;f;).
Diasumsikan bahwa Sy dan X1 saling bebas, dengan Si11 = S + Xk41. Diper-
oleh bahwa Sj11 mempunyai fungsi kepadatan peluang fs,,, untuk setiap s € RT
dengan konvolusi
fSk+1 (3k+1) = fSk * ka+1 (SkJrl),

atau dapat juga ditulis sebagai berikut

k
B;
fSk+1 S}C+1 Z 7']/‘wa7, * ka+1 (Sk+1)' (324)
i=1 j=1,j7#i !
Pada kasus n = 2 seperti persamaan (3.11) telah dibuktikan bahwa
Ixi % [xin (Sky1) = Bibrr1_ (emsk+1hi _ gmsht1Pr1) (3.25)
Br+1 — Bi

Berdasarkan persamaan (3.25) diatas, maka persamaan (3.24) dapat dituliskan
seperti berikut

k k
j BiBk+1 , —s .5 — '
fspin(sh1) = Z H |:5 Z ﬂ-(e e Skﬂﬁkﬂ) )
paf iy Bl = P
k k
= Z H J |: BiBr+1 e~ Sk+1Bi _ BiBr+1 eSk+1ﬁk+1:|
i € Brt1 — P Br+1 — Bi

S

_ 5:162 Bt e Sk+1Bi
i=1 HJ 171751( = Bi)

k+1 1
) e L
im (B = Ber) T2 s (B — B2)
(3.26)
Selanjutnya, substitusikan
1 i 1
k - Z k :
HJ 1( /BkJrl i=1 (52 - 5k+1) Hj:l j;ﬂ(ﬁ' - ﬁz)
ke persamaan (3.26), sechingga fungsi kepadatan peluang fg, ., menjadi
k
fSk+1 (3k+1) Z 5:152 ﬁk+1 e_SkJrlﬁi
=1 Jj=1 j;ﬁz( /Bz)
T =E . B1B2 -+ Brgre kP,
IT520 (85 = Br+r)
k+1
= kﬂjlﬂz i exp(—sk+15i), (3.27)

i=1 H] 1,];&1( ﬁl)
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untuk setiap s;1 € RT.
Berdasarkan persamaan (3.27), maka persamaan (3.2) terbukti benar untuk n =
k+1. O
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