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Abstrak. Model inang parasit merupakan suatu model matematika yang menggam-
barkan interaksi dinamis antara inang dan parasit dalam suatu ekosistem. Dalam
makalah ini dipelajari model inang parasit dalam bentuk persamaan beda non linier
diskrit. Tujuan utama dari makalah ini adalah untuk mengetahui kestabilan titik tetap
model dinamik inang parasit dengan menggunakan fungsi pertumbuhan Hassel. Dari
hasil analisis diperoleh tiga titik tetap yang kestabilannya ditentukan oleh tingkat repro-
duksi inang. Sebagai hasil utama dari penelitian ini disajikan suatu syarat cukup untuk
kestabilan asimtotik dari titik tetap model inang parasit.

Kata Kunci: Model Inang Parasit, Persamaan Beda Non Linier, Kestabilan Titik Tetap

1. Pendahuluan

Dalam suatu ekosistem, setiap makhluk hidup saling berinteraksi untuk ke-
langsungan hidupnya. Interaksi antar spesies makhluk hidup akan mempengaruhi
kehidupan masing-masing populasinya. Interaksi inang dan parasit merupakan salah
satu interaksi antar spesies makhluk hidup. Salah satu contoh interaksi inang para-
sit ini adalah tawon bracon dan inangnya, antara lain kepik dan wereng [10].
Kajian matematika tentang interaksi antara inang dan parasit pertama kali
diperkenalkan oleh Nicholson dan Bailey pada tahun 1935 [9]. Secara umum, model

inang parasit diberikan dalam bentuk sistem persamaan beda berikut [8].
H+1) = H(k) S0, PE) W
P(k+1) = (H(K)[1 = f(H(k), P(k))],

dengan H (k) menyatakan populasi inang dewasa pada musim k, P(k) menyatakan
populasi parasit dewasa, pada musim k, dan g > 1 adalah laju reproduksi inang.
Fungsi f(H(k), P(k)) adalah fraksi dari larva inang yang tidak terinfeksi. Kemu-
dian, H(k)[1 — f(H (k), P(k))] adalah kepadatan bersih larva inang yang terinfeksi,
dengan setiap larva inang menghasilkan ¢ parasit dewasa pada musim berikutnya
8]
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Dengan mengunakan fungsi pertumbuhan Hassel [3] untuk inang, yaitu

e _ R
f(H(k), P(k)) =e P(k)y n= m7
persamaan (1.1) menjadi
RH (k) o—cP(k)
(L+ H(k))® (1.2)
P(k+1)= H(k)(1 —e ),

H(k+1) =

dengan k£ € NU {0}, R menyatakan tingkat reproduksi inang dalam fungsi per-
tumbuhan Hassel, kesuburan parasit (¢) dan tingkat feedback inang parasit (a)
diasumsikan masing-masing bernilai 1, Parameter b, dan ¢ adalah positif dengan
b menyatakan tingkat feedback inang parasit, dan ¢ menyatakan tingkat kemam-
puan parasit mendapatkan inang [3,8]. Model (1.2) telah dikaji oleh Ufuktepe dan
Kapcak dalam [12].

Pada makalah ini, dikaji kembali kestabilan model inang parasit (1.2) dengan
memvariasikan nilai-nilai parameter yang terkait. Sebagai hasil utama dari peneli-
tian ini, diperoleh suatu syarat cukup yang baru sebagai uji kestabilan asimtotik
dari titik tetap model inang parasit.

2. Landasan Teori
2.1. Matriks

Matriks adalah susunan angka-angka yang berbentuk persegi atau persegi panjang
yang disusun menurut baris dan kolom. Matriks A dengan m baris dan n kolom
disebut sebagai matriks berukuran m x n dinotasikan sebagai berikut :

ail -.. Ain
A:

aAm1 -+ Amn

Matriks persegi A,x, dikatakan memiliki invers jika terdapat matriks By xn,
sedemikian sehingga

AB=BA=1,

dengan I,«, adalah matriks identitas. Matriks A dikatakan non-singular jika
det(A) # 0, sebaliknya dikatakan matriks singular [4].

Definisi 2.1. [4] Misalkan A adalah matriks n x n. Vektor tak nol x di R™ disebut
vektor eigen bagi A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x, yaitu

Ax = Ax (2.1)

untuk suatu skalar A. Skalar \ disebut nilai eigen dari A, yang berkaitan dengan
vektor eigen X.

Untuk mendapatkan nilai eigen dari matriks A, x,, tulis (2.1) sebagai :

(M — A)x = 0. (2.2)
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Persamaan (2.2) merupakan suatu sistem persamaan linier homogen. Agar per-
samaan (2.2) memiliki solusi tak nol x, maka mestilah

det(\] — A) = 0. (2.3)

Persamaan (2.3) disebut persamaan karakterisktik bagi matriks A.

2.2. Persamaan Beda dan Kestabilannya

Suatu sistem persamaan beda adalah suatu sistem persamaan yang berbentuk se-
bagai berikut.

x(k+1) = f(x(k)), (2.4)

Jika f linier maka persamaan (2.4) disebut persamaan beda linier, sedangkan jika
f non linier maka persamaan (2.4) disebut persamaan beda non linier [1]. Secara
khusus, bentuk persamaan beda linier dapat ditulis sebagai berikut.

x(k+1) = Ax(k), =x(ko)=x0, k>ko>0. (2.5)

Salah satu kajian dari sistem persamaan beda adalah kestabilan titik tetap dari
sistem tersebut. Dalam [1] disebutkan bahwa, suatu titik x* € R™ dikatakan titik
tetap dari sistem (2.4) jika:

f(x*) = x*. (2.6)
Untuk sistem linier, suatu titik x* merupakan titik tetap dari sistem (2.5) jika
Ax* =x* (2.7)

Persamaan (2.7) dapat ditulis menjadi (A — I)x* = 0. Jika (A — I) non singular,
maka x* = 0 adalah satu-satunya titik tetap. Sedangkan jika (A —I) singular, maka
terdapat tak hingga banyaknya titik tetap [5].

Definisi 2.2. [1] Titik tetap x* dari sistem (2.4) dikatakan

1. Stabil jika untuk setiap € > 0 dan k > 0 terdapat § > 0 sedemikian sehingga
Jika || xo — x* ||< 6 maka || x — x* ||< € untuk semua k > ko > 0.

2. Stabil asimtotik jika ia stabil dan terdapat p sedemikian sehingga jika || xo —
x* ||< p maka limg_ o X = X*.

Dalam [2] disebutkan bahwa kestabilan titik tetap sistem (2.4) dapat diperiksa
dengan melinierkan sistem tersebut di sekitar titik tetap x* dengan menggunakan
ekspansi deret Taylor [5].

Secara umum di R™ berlaku

Ofi(x") OfH(X7) . 9fi(x")

Oz (k) Oza(k) Oz (k)
Af2(x™) Ofa(x”) . 9f2(x")

Joe = 6zl(k) axg.(k) Gzn(k)

(2.8)

afn'(X*) 8fn.(X*) af?lkX*)
Ox1(k) Oza(k) Oz (k)

Matriks Jx» disebut sebagai matriks Jacobian dari f di sekitar titik tetap x*.
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Definisi 2.3. [2] Misalkan x* adalah titik tetap dari sistem persamaan (2.4) dan
Jxr adalah matriks Jacobian dari £ di sekitar titik tetap x*. Titik tetap x* dikatakan
titik tetap hiperbolik jika tidak ada nilai eigen dari matriks Jx= yang modulusnya 1.

Teorema 2.4. [2] Titik tetap hiperbolik x* dari sistem persamaan beda (2.4) adalah
stabil asimtotik jika dan hanya jika modulus dari semua nilai eigen matriks Jacobian
Jxx kurang dari 1.

3. Pembahasan

Untuk menganalisis perilaku model (1.2), terlebih dahulu ditentukan titik tetap-
titik tetap dari sistem (1.2). Misalkan (H*, P*) adalah titik tetap yang diinginkan,
maka

(1+H*) (3.1)
P = H'(1-e).

Dari (3.1), diperoleh bahwa (H*, P*) = (0,0) adalah suatu titik tetap dari
sistem (1.2). Selanjutnya, untuk H* # 0 dan P* = 0, dari persamaan pertama (3.1)
diperoleh

H* =Rt —1, (3.2)

yang menunjukkan bahwa (H*, P*) = (R® —1,0) adalah titik tetap kedua dari (1.2).
Kemudian, untuk H* # 0 dan P* # 0, persamaan pertama (3.1) menghasilkan

pr_ %m (&) : (3.3)

sehingga (H*, P*) = (H*, % In (L)> merupakan titik tetap ketiga dari sistem

(14+H*)b
(1.2).
Matriks Jacobian dari titik tetap (0,0) adalah
RO
n=5s]

Nilai eigen dari Jy adalah
/\1:Rdan)\2:().

Berdasarkan Definisi 2.3, titik (0,0) adalah titik tetap hiperbolik jika |R| # 1.
Selanjutnya, berdasarkan Teorema 2.4, titik tetap (0,0) adalah stabil asimtotik jika
0<R<L

Matriks Jacobian dari titik tetap (R® — 1,0) adalah

1+b(=1+ R %) —¢(—1+ R?)

J =
! 0 ¢(—1+ Rv)

Nilai eigen dari J; adalah
A =1+4b(—14 R %) dan Ay = ¢(—1 + R¥).
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Berdasarkan Definisi 2.3, titik (R — 1,0) adalah titik tetap hiperbolik jika [A;] # 1
dan |A2| # 1. Selanjutnya, berdasarkan Teorema 2.4, titik tetap (R% —1,0) adalah
stabil asimtotik jika |A1| < 1 dan |Ag] < 1.

Untuk |A1| < 1, diperoleh

b—2
— < RV <1 (3.4)
Untuk |A2| < 1, diperoleh
c 1 Cc
R . 3.5
c+1 < " c—1 (3:5)

Dari (3.4) dan (3.5) diperoleh teorema berikut.

Teorema 3.1. [12] Untuk sistem (1.2), titik tetap (R® —1,0) adalah stabil asimtotik

jika
b—2
maks L,i <R <1
c+1" b
Selanjutnya, matriks Jacobian di titik tetap (H - % In (ﬁ)) adalah

J (1+H*—bH*)(1+ H*)™! —cH*
2= )P cH™ *

1 - (LHE) A2 (14 H*)

Nilai eigen dari J; adalah
AL = 7131\/232746*,

dengan

H*—bH* cH* *
B:—[%-F H' (4 | )b}

dan

C = el [LHLB (14 He)P + ]

Sistem (1.2) adalah stabil asimtotik pada titik tetap (H*, iln (ﬁ)) jika
|/\1| < 1 dan |)\2| < 1.
Untuk |A1]| < 1, diperoleh

(1+ H*)*(1+ H* +bH*)c

> b+ c(1+ H*) (36)
Untuk |A2| < 1, diperoleh
14+ H"Y(14+ H* +bH*
< UEH)V A+ H +bH e (3.7)

b+c(l1+ H*)
Dari (3.6) dan (3.7), diperoleh teorema berikut.

Teorema 3.2. Untuk sistem (1.2), titik tetap (H*, % In (ﬁ)) adalah stabil
asimtotik jika
(1+ H*)*(1+ H* +bH*)c

ft= b+c(l+ H¥)
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Gambar 1. Potret fase sistem (1.2) untuk R = 0.5

Sebagai ilustrasi, berikut diberikan potret fase untuk ketiga titik tetap di atas.
Untuk titik tetap (0,0), misalkan b = 1.15, ¢ = 2.2, dan R = 0.5. Potret fasenya
dapat dilihat pada Gambar 1.

Untuk titik tetap (H*,0) dengan H* # 0, misalkan b = 1.15, ¢ = 2.2, dan
R = 1.5. Sehingga, (R% — 1,0) = (0.4227,0). Potret fasenya dapat dilihat pada
Gambar 2 [12].

Untuk titik tetap (H*, P*) dengan H* # 0 dan P* # 0, misalkan b = 1.15,
¢ = 3.2, dan R = 1.5. Schingga, (H %m( )) — (0.374,0.0125). Potret
fasenya dapat dilihat pada Gambar 3 [12].

Untuk titik tetap (H*, P*) dengan H* # 0 dan P* # 0, misalkan b = 3.5,
c=17.1, dan R = 6. Potret fasenya dapat dilihat pada Gambar 4.

__R
(1+H*)b

4. Kesimpulan

Model (1.2) memiliki tiga titik tetap yaitu (0,0), (R% — 1,0), dan
(H*’ in (ﬁ)) Titik tetap (0,0) adalah stabil asimtotik untuk 0 < R < 1.

Titik tetap (R% — 1,0) adalah stabil asimtotik jika maks( - b_TQ) <R < 1.

c+1?
Sedangkan, titik tetap (H*, % In ( )) adalah stabil asimtotik jika

__R
A+ H)?

(1+H*)*(1+ H* +bH*)c
b+ c(l+ H*)

R:

Dengan demikian, model (1.2) adalah stabil asimtotik untuk setiap R > 0.
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Gambar 2. [12] Potret fase sistem (1.2) untuk R = 1.5
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Gambar 3. [12] Potret fase sistem (1.2) untuk R = 1.5

Selain itu, kestabilan titik tetap (0,0) bermakna bahwa inang dan parasit punah
jika k — oo. Di titik tetap (R% — 1,0) parasit punah dan inang mendekati R? —1
jika k — oo. Di titik tetap (H*, % In (ﬁ)) inang dan parasit tidak punah dan
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Gambar 4. [12] Potret fase sistem (1.2) untuk R =6

parasit mendekati %ln (L> jika k — oo.

(1+H*)b
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