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Abstrak. Pemetaan kontraksi Reich siklik pada ruang kuasi aB-metrik akan
diperkenalkan dalam tulisan ini. Akan ditunjukkan bahwa setiap pemetaan kontraksi
Reich siklik memiliki titik tetap yang tunggal. Selain itu, diberikan pula contoh fungsi
yang memenuhi kontraksi Reich siklik.

Kata Kunci: Kontraksi Reich Siklik, Titik Tetap.

1. Pendahuluan

Ide terkait kontraksi Reich pertama kali muncul dalam artikel [1] yang merupakan
hasil langsung dari Reich sendiri dalam konteks ruang metrik. Tipe kontraksi Reich
selanjutnya mengalami perkembangan berupa generalisasi, bukan hanya pada ruang
metrik, tetapi juga pada struktur ruang lain. Dalam konteks ruang metrik, tipe
kontraksi Reich termuat dalam hasil pada [2], [8] dan [4]. Untuk struktur ruang b-
metrik dan generalisasinya, tipe kontraksi Reich dapat ditemukan pada [6],[13] dan
[14]. Tipe kontraksi Reich terkait teori graf termuat pada [9]. Dalam ranah ruang
cone-metrik, tipe kontraksi Reich terterapkan pada [11], [7] dan [16].

Dalam keterhubungan dengan pemetaan siklik dalam struktur tertentu, kajian
sifatnya dapat ditemukan dalam [5] terkhusus pada ranah ruang metrik parsial,
pada [3] untuk ruang metrik, dan dalam [12] untuk domain ruang b-metrik.

Pada tahun 2016, Nurwahyu [10] memperkenalkan konsep ruang kuasi ab-metrik
yang merupakan generalisasi dari ruang b-metrik. Selain itu, pada [10] telah dibahas
tentang kontraksi Banach dalam hubungannya dengan titik tetap. Dengan dimoti-
vasi oleh hasil pada [12] dan [10], tulisan ini akan mengkaji tentang hubungan antara
kontraksi Reich dan titik tetap dalam struktur ruang kuasi ab-metrik dengan sudut
pandang pemetaan siklik.

*penulis korespondensi
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2. Metode penelitian

Dalam penelitian ini, metode yang digunakan adalah studi literatur dalam bentuk
penelusuran artikel. Tujuannya adalah mencari artikel penelitian terkait dengan
kontraksi Reich siklik, melakukan klaim, dan kemudian membuktikan klaim. Klaim
yang telah dibuktikan selanjutnya diungkapkan dalam bentuk teorema.

3. Pembahasan

Berikut adalah definisi ruang kuasi ab-metrik yang diungkapkan Nurwahyu [10].

Definisi 3.1. [10] Diberikan himpunan tak kosong W dan bilangan o, b € R dengan
0<a<1dan1<b. Misalkan pemetaan d : W? — [0, 00) memenuhi

d(u,v) = d(v,u) =0 jika dan hanya jika u = v; (3.1)
b
d(u,v) < a-d(v,u) + §(d(u7w) + d(w,v)) (3.2)
untuk semua u,v,w € W. Maka (W, d) disebut sebuah ruang kuasi ab-metrik.

Contoh 3.2. [10] Untuk bilangan riil R, didefinisikan pemetaan d : R? — [0, 0)
dimana

d(u,v) = <sgn lu — v> (2u2 + v2) (3.3)

untuk semua u,v € R. Maka (R, d) adalah sebuah ruang kuasi ab-metrik dengan
o= % dan b = 2.

Definisi 3.3. [10] Diberikan sebuah ruang kuasi ab-metrik (W,d). Sebuah barisan
{an} pada W disebut konvergen ke suatu a € W jika lim, . d(an,a) =
lim,, o d(a, ay,) = 0, ditulis lim,, o a, = a.

Definisi 3.4. [10] Diberikan sebuah ruang kuasi ab-metrik (W, d). Sebuah barisan
{an} pada W disebut sebuah barisan Cauchy jika lim,, n—oo d(am,a,) =
limyy, —y00 d(Gn, @m) = 0.

Definisi 3.5. [10] Sebuah ruang kuasi ab-metrik (W,d) dikatakan lengkap jika
setiap barisan Cauchy pada W konvergen.

Definisi 3.6. [10] Diberikan sebuah ruang kuasi ab-metrik (W,d) dan sebuah
pemetaan ¢ : W — W. Sebuah uw € W disebut titik tetap dari ¢ jika ¢(u) = u.

Definisi 3.7. Diberikan sebuah ruang kuasi acb-metrik (W, d) dan sebuah pemetaan
¢ : W — W. Pemetaan ¢ dikatakan kontinu pada W jika untuk setiap barisan

konvergen {an} di W berlaku lim, o ¢(a,) = qb(limn_)oo(an)

Berikut adalah sifat dasar dari sebuah ruang kuasi ab-metrik.

Teorema 3.8. [15] Misalkan (W, d) adalah sebuah ruang kuasi ab-metrik. Maka
semua u,v,w € W memenuhi

b
<
d(u,v) < 5

m(d(u, w) + d(w,v)) (3.4)



Teorema Titik Tetap untuk Kontraksi Reich Siklik 135

dan

d(u,v) + d(v,u) < (d(u, w) + d(w,v) + d(v, w) + d(w, u)). (3.5)

2(1 — )
Teorema 3.9. [10] Misalkan (W,d) adalah sebuah ruang kuasi ab-metrik. Maka
setiap barisan {a,} di W memiliki limit yang tunggal.
Teorema 3.10. [10] Misalkan (W,d) adalah sebuah ruang kuasi ab-metrik. Maka
setiap barisan konvergen {a,} di W adalah barisan Cauchy.
Salah satu syarat cukup agar sebuah barisan dalam ruang kuasi ab-metrik
adalah barisan Cauchy diungkapkan dalam teorema berikut.
Teorema 3.11. [10] Misalkan {a,} adalah sebuah barisan pada sebuah ruang kuasi
ab-metrik (W, d). Jika {a,} memenuhi
d(an41,0n+2) < 8- d(an, ant1),¥n € N, dan (3.6)
d(any2,an+1) < t-d(aps1,an),Vn € N (3.7)

untuk suatu s,t € R* dengan bs + a2 < 1 dan bt + o? < 1 maka {a,} adalah suatu
barisan Cauchy di W .

Sebagai implikasi Teorema 3.11, diperoleh:

Teorema 3.12. [10] Misalkan (W,d) adalah sebuah ruang kuasi ab-metrik. Jika
sebuah pemetaan ¢ : W — W memenuhi kontraksi Banach yaitu terdapat \ €
(0,1) dengan bA + o? < 1 sehingga
d(¢(u), ¢(v)) < A-d(u,v) (3.8)

untuk semua u,v € W maka ¢ memiliki titik tetap yang tunggal pada W.

Selanjutnya, terkait dengan pemetaan siklik, definisi dan teorema sebagai hasil
dari penelitian sebelumnya dapat dibaca di [3], [5], dan [12].

Sekarang, dalam hubungannya dalam pemetaan siklik pada ruang kuasi ab-

metrik, berikut adalah definisi dan teorema sebagai hasil penelitan pada tulisan
ini.

Teorema 3.13. Misalkan (W,d) adalah sebuah ruang kuasi ab-metrik. Jika sebuah
pemetaan ¢ : W — W memenuhi kontrakst Reich
d(6(u), 6(v)) < 0+ min{d(u, v), d(v, W)} + - min{d(u, 6(u)), d(d(), )}
+ o min{d(v, 6(v)), d(6(v), v)} (3.9)
dimana 0, p,0 € RT dengan b(0 + pu + o) + o? < 1 untuk semua u,v € W maka ¢
memqalikt titik tetap yang tunggal pada W .

Bukti. Definisikan barisan {a,,} pada W dengan a,+1 = ¢(a,) untuk semuan € N.
Misalkan §(p, q) := min{d(p, q),d(g,7)} untuk p,q € W. Berdasarkan (3.9) diper-
oleh

((b(an), ¢(an+1)) <0-5(an, anJrl) e 5(d(an7 (b(an))) +o-6(d(any1, ¢(an+1)))
<0- d(an, an—H) + - d(am ¢(an)) +o- d(an+1v ¢(a7b+1))
=0 d(an,ant1) + p-d(an, any1)) + o - d(d(an), p(ans1))
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maka,

(¢(an), p(ant1)) < ? i_ Z ~d(an, apy1)- (3.10)

Dengan cara yang sama, masih berdasarkan (3.9), diperoleh
(6(an11), #(an)) < 0+ 3(an, ani1) + 1 5(d{an, $(an))) + 0 - 8(d(ans 1, dans1))
<0-d(ant1,an) + p- d(P(ant1); ant1) + 0 - d(p(an), an)
=0 - d(ant1,an) + p - d(@(ant1), ¢(an)) + 0 - d(ant1, an)
maka

((ans1)s dlan)) < 157

cd(ap41,an). (3.11)

Karena barisan {a,,} memenuhi (3.10) dan (3.11) dengan 6, u,o € R* dan b(0+ p+
o) + a? < 1 maka barisan {a, } memenuhi syarat cukup dari Teorema 3.11. Jadi,
barisan {a,} adalah barisan Cauchy di W.

Selanjutnya, karena (W,d) lengkap maka terdapat z € W sehingga
lim,, o (ay,) = 2. Akibat dari kekontinuan ¢ maka

¢(2) = ¢( lim (an)) = lim @(an) = lim (an41) = 2.

Jadi, z adalah sebuah titik tetap dari ¢ pada W.

Sekarang, andaikan ¢ memiliki titik tetap lain z* € W. Dari (3.9) akan diperoleh:

(2,27) < (0(2), ¢(2")),
<0-0(2,2%) + p-0(d(z,6(2))) + 0 - 6(d(2", ¢(27))),
<O-d(z,27) 4+ p-d(z,0(2)) + o - d(2", 9(27)),
=0-d(z,2")+p-d(z,z)+0o-d(z"z2"),
(2,27)

dan

yang berarti
(1-0)-(d(z,2%)+d(z,2%) <0. (3.12)
Karena 1 — 6 > 0, mengingat 6, u,0 € RY dan b(6 + p + o) + o < 1, maka kondisi

(3.12) akan memaksa d(z, z*) = d(z,2*) = 0. Akibatnya, z* = z yang berarti ¢
memiliki titik tetap yang tunggal pada W. O

Definisi 3.14. Diberikan himpunan bagian tak kosong P dan Q dari sebuah ruang
kuasi ab-metrik (W, d). Sebuah pemetaan ¢ : PUQ — P UQ disebut pemetaan
stklik jika ¥(P) C @ dan ¥(Q) C P.
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Definisi 3.15. Diberikan himpunan bagian tak kosong P dan Q dari sebuah ruang
kuasi ab-metrik (W, d). Sebuah pemetaan siklik v : PUQ — PUQ disebut kontraksi
Reich siklik jika terdapat 0, 1,0 € RT dengan b(0 + pu+ o) + o < 1 sehingga
d(w(u% w(v)) <0 mln{d(u: 'U), d('Ua U)} - mln{d(ua 1/J(“))7 d(w(“)» ’LL)}
+ o - min{d(v, ¥ (v)), d(¢(v),v)} (3.13)
untuk semua u € P, v € Q.
Teorema 3.16. Diberikan sebuah ruang kuasi ab-metrik (W,d) dan sebuah kon-

traksi Reich siklik ¢ : PUQ — PUQ dengan P dan Q himpunan bagian tak kosong
dari W. Maka v memiliki titik tetap yang tunggal pada PN Q.

Bukti. Ambil sebarang h € P, maka ¢(h) € Q. Pandang barisan {¢,(h)}

dengan ¢,1(h) = ¥(¢¥n(h)) dan ¢1(h) = ¢(h). Misalkan pula 6(p,q) :=

min{d(p, q),d(q,r)} untuk p, g € W. Karena 1) adalah sebuah pemetaan Reich siklik

maka untuk sebarang n € N, berdasarkan (3.13), didapatkan

d(¥n+1(h); Yny2(h)) = d(@(Pn(h)), Y (Ynr1(h))),

<0 0(n(h), nyr(h)) + g 0(n(h), b (¢n(h)))
+ 0 - 0(nt1(h), Y(ns1(h)))
<O dWn(h), Yni1(h)) + p - d(@n(h), ¥(¥n(h)))
+ 0 d(Wni1(h), Y(Unia(h))),
=0 d(¥n(h), Yni1(h)) + - d(pn(h), Ynia(h))
+ 0 - d(WYni1(h), Yni2(h)),

maka

d(¥nt1(h), Yns2(h)) < 7= d¥n(h), Pni1(h)). (3.14)
Masih berdasarkan (3.13), untuk sebarang n € N diperoleh juga bahwa:
d(¥ni2(h), Yni1(h) = d(¥(Yni1(h)), ¥(Pn(h))),

< 0 0(n(h), Yny1(h)) + p- 0(ns1(h), ¥ (Pnia(h)))
+ 0 6(Un(h), ¥(Pn(h))),
<0 -d(¥ns1(h), ¥n(h) + p- d(W(Yns1(h)), Ynyi(h))
+ 0 - d(WYnt1(h), Y (Pn(h))),
=0 - d(tnt1(h), ¥n(h)) + p - d(Wnr2(h), Yny1(h))
+ 0 d(ns1(h), Yn(h)),
maka,
0+0
d(Ynt2(h), Pny1(h)) < - ~d(ng1(h), ¥n(h)). (3.15)

Akibat barisan {1, (h)} memenuhi (3.14) dan (3.15) dimana 0, i, 0 € RT dengan
b(0 + p+ o)+ a? < 1 maka menurut Teorema 3.11, barisan {1, (h)} adalah sebuah
barisan Cauchy di W. Dengan demikian, karena (W, d) adalah sebuah ruang kuasi
ab-metrik lengkap maka barisan {¢,,(h)} konvergen ke sebuah g € W.
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Dari definisi {1, (h)} diperoleh bahwa t2,,(h) € P dan o;,+1(h) € Q untuk
semua m € N. Karena lim, oo ¢(t2m, (h)) = limy, 00 ¢(2m11(h)) = g serta P dan
Q@ adalah himpunan tertutup tak kosong maka g € PNQ. Hal ini berarti PNQ # 0.

Selanjutnya, karena P,Q C W dengan (W, d) lengkap dan PN (@ tertutup maka
P N Q juga lengkap. Di sisi lain, akibat dari vy memenuhi

d(¥(p),(q)) < - min{d(p,q),d(q,p)} + p - min{d(p, ¥ (p)), d(¥(p),p)}
+ o - min{d(q,¥(q)),d(¥(q),q)}

untuk semua p,q € P N @, maka menurut Teorema 3.13 disimpulkan bahwa 1
memiliki titik tetap tunggal di P N Q. O

Contoh 3.17. Untuk bilangan real R, didefinisikan pemetaaan j : R? — [0, 00)
dimana

jlu,v) = (Sgn lu — v|) <2u2 + 3v2> (3.16)

untuk semua u,v € R. Akan ditunjukkan bahwa (R, j) adalah sebuah ruang kuasi
ab-metrik.

Jika (sgn|u - v|) <2u2 + 31}2) = (sgn v — u|> (21}2 + 3u? ) = 0 maka akan
memaksa v = v = 0 atau u = v saja. Jika u = v maka berdasarkan pendefinisian
j pada (3.16) haruslah j(u,v) = j(v,u) = 0. Dengan demikian, u,v € R berlaku
jlu,v) = j(v,u) = 0 jika dan hanya jika u = v.

Selanjutnya, ambil sebarang u,v,w € R. Berdasarkan definisi j pada (3.16)
diperoleh j(u,w) = 2u? + 3w?, j(w,v) = 2w? + 3v?, dan j(v,u) = 20v% + 3u?.
Perhatikan bahwa

§(u,v) = 2u? + 3v*

1 2
< —(20% + 3u?) + g((2u2 + 3w?) + (2w? + 3v?))

2
< S30,0) + 3 w) + w0, 0).

Pilih o« = % dan b = %. Dengan demikian, karena kedua syarat telah terpenuhi
maka (R, j) adalah sebuah ruang kuasi ab-metrik.

Contoh 3.18. Pandang interval Iy = [-2,1] dan I = [—1,2] yang merupakan
subhimpunan ruang kuasi ab-metrik (R, j) pada Contoh 3.17. Didefinisikan fungsi
f: LUl = I Ul dengan f(u) = 5* untuk semua u € I; U I; Perhatikan bahwa
jika p € I; maka f(p) € I. Sebaliknya, jika ¢ € I maka f(q) € I Jadi, f adalah
sebuah pemetaan siklik pada I3 U I Perhatikan juga bahwa dari pendefinisian j
dan f, untuk p € I1 dan ¢ € Iy dengan p # ¢, diperoleh

JD). F@) = 200) +3(@)* = 57+ o

i(p,q) = 2p° + 3¢

i(g,p) = 2¢* + 3p%;
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i(p, f(p)) = 2¢° + 3<_p>2 )
9 2 4 b

i(f(@).q) = 2(_2(1) +3¢% = qu
Sehingga
1, 3,
i), f(q)) = 5p" + 14
< 2+ 2) + S () + ()
< o5 minfi(p. ), (0.)} + 5 - win{i(p. £0)), 3 P). )
+ % -min{;j(q, f(9)),5(f(),a)}

yang secara singkat ditulis

i(f(p), f(q)) < L -min{j(p,q),j(q¢,p)} + % -min{j(p, f(p)), j(f(p),p)}

= 50
7 Ny .
+ 5 -min{j(e, £(9)). 5 (f(a), 0)}-
Dengan mengambil@:%,u:%,dana:%maka
0+ pu+ +1+ Tl
g = - —_ = =
K 5 5 25 2
dan
41 1
2_ = )2
b0+ p+0)+ =3 2+(2) <1

Dengan demikian, fungsi f adalah sebuah kontraksi Reich siklik pada I; U I
Berdasarkan Teorema 3.16, fungsi f memiliki titik tetap tunggal pada Iy NI =
[-1,1].
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