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Abstrak. Dalam penelitian ini dikaji tentang pengkonstruksian bilangan tidak kongruen

dengan menggunakan matriks Monsky dan rank dari matriks tersebut sebagai batas dari

y? = x(2? —n?). Metode ini menggunakan faktor prima yang berbeda yang dapat ditulis

dalam bentuk 8k + 3, untuk sebarang k > 4. Sehingga dengan menggunakan metode
tersebut, diperoleh bilangan tidak kongruen yang berbeda dengan yang diperoleh pada
Iskra.

Kata Kunci: Bilangan kongruen, bilangan tidak kongruen, matriks Monsky

1. Pendahuluan

Suatu bilangan bulat positif n dikatakan bilangan kongruen jika bilangan tersebut
merupakan nilai dari luas suatu segitiga siku-siku, dimana panjang ketiga sisinya
merupakan bilangan rasional [5]. Dengan kata lain, n dikatakan kongruen jika ter-
dapat a,b, c € Q1 sedemikian sehingga a? +b? = ¢? dan %ab = n. Secara sebanding,
rank dari kurva eliptik

y? :x(x2 7n2) (1.1)

adalah positif [1]. Jika tidak positif, maka bilangan n tidak kongruen.

Sebelumnya bilangan kongruen dan bilangan tidak kongruen telah dipelajari,
dengan memfokuskan pada faktor prima dari bilangan n tersebut. Seperti pada [6],
telah ditunjukkan bahwa terdapat tak terhingga banyaknya bilangan tidak kongruen
ganjil dan squarefree dengan banyak faktor prima.

Pada [4], Iskra memperoleh bilangan tidak kongruen dengan menunjukkan
bahwa rank dari kurva eliptik y?> = x(2? — n?) adalah nol. Ini memerlukan pem-
buktian bahwa banyak pasangan persamaan kuadrat terhadap Q yang tidak dapat
diselesaikan.

Pada makalah ini akan dikaji tentang bagaimana cara menentukan bilangan
tidak kongruen dengan menggunakan matriks Monsky, dan rank dari matriks terse-
but sebagai batas dari rank y? = x(2? — n?).

2. Pengkonstruksian Bilangan Tidak Kongruen

Definisi 2.1. [5] Suatu bilangan bulat positif n dikatakan bilangan kongruen jika
bilangan tersebut merupakan nilai dari luas suatu segitiga siku-siku, dimana panjang
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ketiga sisinya merupakan bilangan rasional. Dengan kata lain, n dikatakan kongruen
jika terdapat a,b,c € QT sedemikian sehingga a® + b*> = c* dan %ab =n.

Dalam [4] telah diperoleh beberapa bilangan tidak kongruen yang memuat
banyak faktor prima dengan menggunakan teorema berikut.

Teorema 2.2. [4] Misalkan p1,pa,--- ,pt merupakan bilangan prima yang berbeda
yang mana p; = 3 (mod 8) dan (%) = —1 untuk j < i. Maka n = p1ps---p;

adalah bilangan tidak kongruen.

3. Aljabar Linier Untuk Mengkonstruksi Bilangan Tidak
Kongruen

Berikut ini akan disajikan Proposisi 3.1 dan Proposisi 3.2 yang akan digunakan
untuk pembuktian beberapa lema yang menjadi syarat cukup untuk n yang meru-
pakan bilangan tidak kongruen.

Proposisi 3.1. [I] Jika A, B, C, dan D adalah matriks bujur sangkar, maka
det AB]\ [det(A)det(D— CA™'B), jika A~ 'ada;
CD|/ | det(D)det(A — BD1C), jika D~ ada.

Proposisi 3.2. [1] Jika B merupakan matriks n X n yang dapat dibalik, dan jika
D dan C adalah matriks n x k, maka

det(B + CD”) = det(B)det(I + DTB~'C)

Untuk memudahkan pengkonstruksian bilangan tidak kongruen, akan didefin-
isikan tiga matriks yang akan digunakan dalam pengkonstruksian bilangan tidak
kongruen.

Definisi 3.3. [1] Untuk suatu bilangan bulat positif r yang merupakan ukuran dari
suatu matriks, didefinisikan matriks U, Q, dan A sebagai berikut

[(r—1 1 1 -+~ 11]
0 r—21 ---11
U= U - 0 0 ,
: : 211
0o 0 --- 011
0 0 -~ 000]
[100---01]
000---00
000---00
Q=Q,=|... I
000---00
100+ 01|
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(v 1 1 ... 12]
0r—21 ---11

A_a |00
o 2 11
00 -~ 011
1 0 -~ 001

Notasi I = I, menyatakan matriks identitas dengan ukuran r X r, sementara
notasi 0 = 0, menyatakan matriks yang entri-entrinya adalah nol.

Lema 3.4 sampai Lema 3.10 diperlukan untuk mengkonstruksi bilangan tidak
kongruen.

Lema 3.4. [1] Misalkan Q didefinisikan seperti pada Definisi 3.3, maka
@’ =2Q = 0.(mod 2). (3.1)

Pada Lema 3.5 berikut akan diturunkan suatu kesamaan yang melibatkan ma-
triks U.

Lema 3.5. [I] Misalkan U didefinisikan seperti pada Definisi 3.3, maka
U(U+I) = 0, (mod 2). (3.2)
Bukti dari ketiga Lema berikutnya hanya menggunakan perhitungan langsung.

Lema 3.6. [1] Misalkan U dan Q seperti pada Definisi 3.3, maka

[700--- 07
100---01
100---01
ve=|... .| (3.3)
100---01
1000---00
Lema 3.7. [1] Misalkan U dan Q seperti pada Definisi 3.3, maka
[(711---10]
000---00
000---00
Qu+n=|. . | (mod2). (3.4)
000---00
r11---10)

Lema 3.8. [I] Misalkan A seperti pada Definisi 3.3, maka

(011 17
100---01
100---01
AA+D=| . . .. | (mod 2).
100---01

|r11---10]|
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Lema 3.9. [I] Misalkan matriks A = A, seperti pada Definisi 3.3, r adalah ukuran
dari matriks tersebut yang merupakan bilangan genap dan matriks T didefinisikan
sebagai

I A
T= [A—FII]’

maka det[T] = 1(mod 2).

Lema terakhir ini merupakan langkah penting dalam pengkonstruksian kelu-
arga dari bilangan tidak kongruen dengan sebarang banyak faktor prima. Lema ini
menunjukkan bahwa apabila bilangan prima yang tepat ditambahkan ke bilangan
tidak kongruen yang ada, maka diperoleh bilangan tidak kongruen dengan sebarang
banyak faktor prima.

Lema 3.10. [] Misalkan m merupakan bilangan bulat genap tidak negatif dan t
merupakan bilangan bulat positif yang memenuhi t > m. Misalkan terdapat suatu
matriks M = Moy, yang diberikan oleh

U+T11
M:
!
dengan
| Ui U2
o= g

dimana matriks Uyy merupakan sebuah matriks yang berukuran (t —m) x (t —m)
(mungkin kosong) sebagai berikut

t—-1 1 1 ---1
0 t—21 ---1
U11 = 0 0 LT 5
SR |
0 0 --- 0m
sementara matriks Uia merupakan matriks yang berukuran (t — m) x m dengan

semua entrinya adalah bilangan 1, dan matriks Uss adalah sebuah matriks yang
berukuran m x m (mungkin kosong) yang berisi bilangan bulat, dengan

det ({ U221+ ; UI”D =1 (mod 2). (3.5)

Maka det(M) = 1 (mod 2). Telah ditetapkan bahwa matriks kosong memiliki
determinan sama dengan 1 dan jika Usy adalah kosong, maka Uso+ Iy sama dengan
matriks kosong.
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4. Hasil dan Pembahasan

Teorema berikut merupakan teorema utama untuk mengkonstruksi bilangan tidak
kongruen. Untuk membuktikan teorema ini digunakan matriks Monsky dan rank
dari kurva eliptik (1.1).

Teorema 4.1. [1] Misalkan m merupakan bilangan bulat genap tidak negatif dan t
merupakan bilangan bulat positif yang memenuhi t > m. Himpunan N,, merupakan
himpunan dari bilangan bulat positif dengan faktorisasi prima pips -+ - p:, dimana
P1,D2, -, pr merupakan bilangan prima yang berbeda yang terbentuk dari 8k + 3,
untuk suatu k > 4 yang mana

P\ _ —1, jika 1 < j < i dan (4,1) # (1,m), (4.1)
pi )  \+1,jika 1 < j <i dan (j,i) = (1,m). '

Jika n € Np,, maka n tidak kongruen. Selain itu untuk m > 0, himpunan N,
merupakan pasangan yang saling lepas.

Bukti. Lema 3.10 digunakan untuk menghasilkan bilangan tidak kongruen. Un-
tuk pemilihan faktor prima seperti yang disebutkan dalam Teorema 4.1, dituliskan
matriks Monsky sebagai berikut

_|U+I1
=[]
dimana
| U1 Uypa
U_{ 0 U22]’

dengan U;p; dan Uy, telah diberikan pada Lema 3.10.

Untuk m = 0, maka matriks Uss adalah matriks kosong. Jika m > 0, maka
Uy, = A,,. Berdasarkan Lema 3.9, syarat dari Lema 3.10 terpenuhi apabila Usggy
dipilih sesuai kondisi yang telah disebutkan sebelumnya.

Dengan menggunakan Lema 3.10 dapat ditarik kesimpulan bahwa

det(M) =1 (mod 2).

Dengan demikian rank dari M sama dengan 2¢. Oleh karena itu, s(n) = 0 jika
n € Ny, dan berdasarkan ketidaksamaan r(n) < s(n), maka rank persamaan (1.1)
sama dengan nol. Oleh karena itu, n adalah bilangan tidak kongruen. Notasikan Ny
sebagai keluarga dari bilangan tidak kongruen yang diperoleh dari Iskra [4].

Dengan cara menukarkan sebarang dua bilangan prima pertama di sebarang
n € Ny, diperoleh Ny C Nj. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa semua himpunan
N,, lainnya adalah himpunan baru.

Asumsikan bahwa bilangan bulat positif n yang tidak kongruen tadi memenuhi

n € Ny N Ny,

untuk bilangan bulat genap m dan m’ dengan m’ > m > 4. Misalkan terdapat
bilangan n dengan faktorisasi prima sebagai berikut

n=pip2...pt € Ny,
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dan suatu permutasi 7 dari faktor prima p; dari n sebagai berikut

n=dqqz...qt ENm’v

dimana ¢; merupakan faktor prima dari n dan

(%)Z{—l,jika1§j<idan (4,1) # (1,m)), (4.2)
4 +1, jika 1 < j < ¢ dan (j,7) = (1,m’).

Misalkan k& menyatakan indeks terbesar yang mana pj tidak ditetapkan oleh
permutasi 7. Jelas bahwa k > 2. Jika k = 2 maka ¢; = py dan ¢2 = pi, sehingga
(Z—;) = +1, ini kontradiksi dengan persamaan (4.2) karena m’ > m > 4. Jika
k = 3, maka urutan dari himpunan {q1, ¢2, g3} adalah salah satu dari urutan him-

punan {ps, p1,p2}, {ps, p2,p1}, {p1,p3,p2} atau {pz, ps, p1}. Sesuai dengan urutan
himpunan tersebut, maka simbol Legendre-nya adalah

(8- ()= (&)= (2)-
q2 q2 q3 q3

yang masing-masingnya bertentangan dengan persamaan (4.2) dan ketaksamaan
m’ > m > 4. Oleh karena itu, haruslah k& > 4.

Dari definisi k£ diketahui bahwa p;, = ¢; untuk suatu j yang memenuhi 1 < j < k.
Jika px = q1, maka

{Pl,Pz,.u,qu} = {Q2,(J3,~~-7Qk} (4-3)

()

untuk 2 < ¢ < k dan ¢ # m/, dapat disimpulkan bahwa dari (4.3), (4.4) dan

ketaksamaan k > 4, simbol (%’l‘) bernilai —1 untuk paling sedikit dua nilai dari

dan

I yang memenuhi 1 < [ < k — 1. Ini kontradiksi dengan persamaan (4.1). Jika
qr = p1 maka didapatkan sebuah kontradiksi dengan cara yang sama. Oleh karena
itu haruslah p; = ¢; untuk suatu j, dimana 2 < j < k — 1. Selanjutnya g, = p;
untuk suatu ¢ yang memenuhi 2 < ¢ < k — 1. Maka dari (4.2) haruslah diperoleh

(2)-

qk

()=
Di

yang mana ini kontradiksi dengan persamaan (4.1). Dengan demikian, dapat dilihat

bahwa

sehingga

bahwa himpunan NV,,, dan N,,,» berbeda. Dengan cara yang sama, dapat ditunjukkan
bahwa untuk bilangan bulat m > 4, bilangan tidak kongruen yang berada dalam
himpunan N,, berbeda dari bilangan tidak kongruen yang diperoleh pada teorema
Iskra [4]. |
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Sebagai contoh, bilangan 627 merupakan bilangan tidak kongruen yang diper-
oleh pada [4] yang mempunyai faktor prima sebagai berikut

627 =3 x11 x 19

dan bilangan 14.108.257 merupakan bilangan tidak kongruen yang diperoleh dengan
menggunakan Teorema 4.1 yang mempunyai faktor prima sebagai berikut

14.108.257 = 43 x 59 x 67 x 83

Dapat dilihat bahwa terdapat bilangan tidak kongruen baru yang berbeda dengan
yang diperoleh [4].
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